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本 书 是 粮 括 商 等 师范 院 校 微分 几何 教 举 大 网 ( 供 数学 专业 用 ) 编写 的 。 全 书 闪 有 
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入 本 表 材 是 我 们 多 年 来 讲授 t 微 分 几何 >? 课 记 用 的 讲义 ， 祖 括 
高 等 攻 范 院 校 + 微分 几何 > 载 学 大 网 的 要 求 ， 束 理 修 发 而 成 ， 其 中 
第 一 、 二 章 曾 在 六 大 年 前 反复 讲授 多 遍 ， 第 三 章 只 在 近年 来 才 
讲 过 . 

微分 几何 是 一 门 历 史 您 妇 的 学 科 , 可 以 这 祥 说 , 徽 积分 诞生 时 
就 同时 诞生 了 微分 儿 何 , 不 过 这 门 学 科 的 生命 力 至 今 还 很 旺 感 . 近 
年 来 它 对 数学 中 其 它 分 支 的 影响 越 来 越 深 刻 ， 对 于 自然 科学 中 其 
他 学 科 的 影响 的 范 转 也 越 来 越 扩 大， 与 此 同时 ， 这 门 学 科 本 身 从 
内 容 上 到 方法 上 也 在 不 断 更 新 ， 作 为 一 本 教科 书 应 该 尽 可 能 地 反 
映 这 样 一 称 发 展 趋势 ， 但 是 由 于 高 等 师范 尝 撤 数学 专业 救 学 计划 
中 所 给 予 柚 分 几何 这 门 课 的 课时 的 限制 ， 不 可 能 完全 满足 这 样 的 
要 求 ， 我 们 的 想法 是 ， 从 内 容 上 来 说 还 是 讲授 微分 儿 何 中 最 基础 
的 部 分 -一 三 维 欧 兵 空间 中 的 曲线 和 曲面 的 局 部 理论 ， 可 是 从 方 
.法 上 来 说 则 加 以 更 新 .人 这样 做 将 使 学 生 能 够 从 较 浅 显 的 内 容 去 学 
习 近 代 的 处 理 方法 ， 对 新 方法 接受 起 来 阻力 比较 小 一 些 ; 另 一 方 
面 , 对 于 微分 儿 何 有 兴趣 的 学 生 ,在 掌握 了 新 方法 以 后 ， 就 可 以 通 
过 选修 课 或 讨论 班 进一步 运用 这 也 方法 去 学 习 微 分 几何 的 近 合 
内 容 . 

在 这 本 教材 里 作为 新 的 方法 来 说 ， 我 们 的 目的 是 介绍 法 国 数 
学 家 嘉 当 《E.Cartan) 的 活动 标 架 法 ， 同 时 介绍 相应 的 数学 工 
具 一 一 外 微分 形式 ， 不 过 为 了 使 学 生 容易 接受 ， 开 始 时 我 们 还 是 
用 向量 分 析 的 方法 讲授 三 维 欧 氏 空间 的 曲线 和 曲面 的 局 部 理论 ， 
到 了 上 辈 面 论 的 基本 定理 和 曲面 上 的 内 蕴 儿 何 部 分 ， 由 于 用 向 量 符 
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号 表达 起 来 不 方便 , 我 们 采用 了 张 量 符号 , 使 学 生猪 稍 接 触 一 些 张 
量 分 析 的 方法 ， 最后， 我 们 在 第 三 章 里 用 高 当 的 活动 标 率 法 把 曲 
线 论 和 曲面 论 又 复习 一 遍 , 使 学 生 既 学 习 了 新 方法 , 同时 又 加 深 对 
已 学 过 的 知识 的 理解. 

杭州 大 学 前 白 正 国 载 授 和 和 北京 师范 大 学 的 朱 典 砚 教 提 在 审查 
这 本 教材 时 提出 了 不 少 宝 责 的 意见 ,我 们 六 在 此 表示 衷心 的 霹 谢 . 
同时 希望 使 用 这 本 教材 的 兄弟 院 被 的 同志 对 载 材 中 的 错误 评点 和 
不 足 之 处 给 子 批评 指正 , 
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第 一 章 曲 线 论 


31*# 向 量 代 数 复 习 

我 们 在 这 里 对 向 量 的 概念 及 其 代数 运算 作 简单 扼要 的 复习 . 

我 们 经 常 遇 到 的 量 有 两 种 , 一 种 是 数量 (或 称 标量 ), 另 一 种 量 
是 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 称 为 向 量 (或 称 矢 量 ). 

在 几何 中 的 有 向 线段 就 是 一 
个 直观 的 向 量 (如 图 1-1)， 用 带 
有 第 头 的 记号 04 或 用 a 表示 这 
个 向 量 ， 我 们 常用 黑体 小 写字 母 
a 表示 这 个 向 量 . 

把 相等 的 向 量 看 作 是 在 不 周 
地 点 的 同一 向 量 ， 这 种 具有 大 小 图 1 
和 方向 而 无 特定 位 置 的 向量 称 为 自由 向 量 ， 自 由 向 量 的 始点 可 以 
是 空间 内 的 任何 一 点 ， 由 此 , 一 个 向 量 的 图 形 可 以 自由 平移 , 今后 
如 有 必要 就 可 以 把 几 个 向 量 移 到 同一 出 发 点 … 

. 表示 向 量 的 大 小 (或 长 度 ) 的 数值 称 为 向 量 的 本 ( 或 绝对 值 )， 
用 记号 1041 或 1a | 表示 ， 模 等 于 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 ( 或 称 委 
矢 )， 模 等 于 零 的 向 量 称 为 零 向 是 ,. 记 作 6， 模 相等 而 方向 相反 的 
向 量 称 为 a 的 逆向 量 (或 称 负 向 最 ), 记 作 一 a. 

对 于 空间 内 任意 一 点 已 以 直角 坐标 系 的 原点 0 为 始点 , 以 
为 终点 的 向 量 OF 称 为 点 已 的 向 径 (或 矢 径 ), 记 作 7 (图 1-2)， 空 
” 间 的 点 和 它 的 向 答 是 一 一 对 应 的 ， 因 此 今后 我 们 经 常用 向 径 + 代 
家 已 点 , 并且 习惯 上 把 书 点 说 成 z 点 , 这 梯 可 以 把 有 关 空 闻 的 点 的 


ss 1 所 


图 1-2 


讨论 转换 为 有 半身 量 的 评论 ， 

下 面 复 避 有 关 和 商量 的 一 些 运算 . 

向 量 的 和 与 差 ”对 于 两 个 不 平行 的 向 量 a.6b 的 和 , 有 平行 四 
边 形 苛 则 ; 把 a 名 的 始点 放 在 同一 点 ， 以 a,b 为 两 迪 作 平行 四 边 
形 , 那么 与 如 的 和 是 以 a, 了 b 的 公共 勿 点 为 起 点 ， 和 而 以 它 在 平行 
四 边 形 中 的 相对 的 顶点 为 终点 的 向 量 (图 1-3)， 两 向 量 a 与 Bb 的 
总 a 一 b 定义 为 a~b=a 十 (一 也 ). 

向 最 与 数量 的 莱 积 (向 量 的 数 乘 》 向 量 a 和 煞 量 入 规定 它 
们 的 葬 积 4a 仍 为 一 个 向 量 , 它 的 模 是 14| |af, 如 果 4>>0, 那么 4 
的 方 风 和 a 相间 ; 如 果 订 <0;: 那么 Xa 的 方向 和 a 各 反 ; :如 果 4 
二 0， 那么 ia= 和 直观 上 本 以 着 出 ， 岗 量 区 和 ha 互相 平行 ， 反 
过 来 , 如 果 向 量 a 和 马 平 行 ; 则 必 存 在 实数 4 取 0, 使 得 Aa. ， 

当 骸 , 对 于 向 量 a 和 数量 1 的 溢 积 ,把 1 窟 在 4 的 而 也 是 一 
样 的 :a4= ta. 

如 果 忆 是 另 一 个 数量 , 那 各 生 

E00) = CHiN. 2 . 
任何 一 个 向 量 都 可 以 写成 它 的 横 和 单位 向 扫 的 染 积 例如 ， 
设 向 量 a 的 单位 秽 量 是 : 于 6 我 们 就 可 以 写 为 四 人 
a=|alas : | 
wlalz0 时 ，. 
D2» 


如 4 一 Tal® 


由 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 网 ( 见 图 1-4), 立刻 得 到 
4+b)=hat+ 轴 
这 就 是 说 , 向 量 的 数 乘 满足 分 配 律 . 


《40 (CAO) 
图 1I-t = - 
向 是 的 分 晤 在 空间 的 篇 卡 儿 直 角 妇 标 系 的 三 个 绍 标 吉 上, 
分 别 取 三 个 向 量 e1, exe 它们 洲 是 以 下 条 件 : x1) e, 在 0z 轴 上 ， 
es 企 Ogy 轴 上 ,@s 在 Ox 轴 上 ;(2) elvey, es 中 全 一 个 癌 量 的 方向 与 
它们 所 在 加 的 正 向 相 丽 ; 《3)e,， 
es,es 都 是 单位 向 量 . 我 们 把 向量 
el eaves 让 的 每 一 个 称 为 泽 标 么 
的 基 向 量 ， 往 称 为 坐标 系 的 基 … 
(图 1-5). 
空间 中 任何 一 个 向 车， 可 
以 把 它 的 始点 称 到 些 标 原点 0， 
则 & 可 以 瞧 一 地 分 解 为 三 个 平行 
于 eeaves 的 向 量 ， 凤 
二 re 二 yes 22: 


数组 (z, y, 2) 称 为 向 量 a 的 分 这 或 坐标 ， 记 为 


二 (TY 2) 
南 向 量 的 分 量 的 定义 可 以 看 出 ， 对 于 一 个 癌 其 ,不 论 把 它 的 始点 放 
在 何 处 , 它 在 坐标 铀 上 的 分 昌 是 不 变 的 ， 
利用 向 量 的 分 晤 ， 可 以 得 到 向 量 吉 减 革 及 向 量 数 莱 的 分 旺 
表示 ， 
”车 Qe 二 i e+ 2.085, b= me, 十 yaes 十 soes 为 两 个 向 量 ， 
则 有 a&a 土 b= (zy 二 ze)ert (yity2) est (2 十 22) es 
考 4 是 一 数量 , 而 向 量 a = zel+Tgyes 十 sea: 则 有 
Aa= (4z)ei 十 (好 )es 十 (4z)ea 
向 量 的 数量 积 (点 和 于) 和 它 的 性 质 ”给 出 两 个 向 量 a 和 b， 度 
它们 的 夹 角 为 P00 寺 p 和 7T), 定 关 宅 们 的 数量 积 如 于 : 
a:b=|aillblcosg 
根据 定义 可 以 直接 推出 ; 
i” 向 噶 的 数量 积 福 是 下 列 规 则 : 
a:b=b'a 《交接 律 ) | 
a- (be)=a:bta-c {分配 律 } . 
mb =ma:b (与 数 贰 的 结合 律 》 
2” alb 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 数量 积 a:b=0.. 
3° 着 9 一 0, 则 os9 一 1 所 以 
a:—aa=|al: 
国 此 向 量 的 长 度 为 
la|=~vVaa. 
进一步 我 们 得 到 以 下 结论 : 若是 准 位 向 量 ， 出 有 “和 二 1， 
反之 也 成 立 . 
4” 币 卡 儿 下 负 坐 标 系 的 三 个 基 同 车 ei、 ex、 6 注 足 以 下 关系 


i 
eei= 7) (j=1,2,3) 
飞 上 了 天 


5 ” 设 向 量 a 的 分 量 为 (x,y, 2), 利用 上 式 得 到 
HAEl, y=:82, 2—=0'83 
若是 单位 向 量 , 它 和 et.ez.es 的 夹 角 分 别 为 wm.,?, 则 有 
d= 003081 二 cosafey con yey 
郧 
. 二 {co0sGt, cos p, coay} 
6° 设 两 向 县 a.B 的 分 量 分 别 为 (yb 9, #1) 和 {wz ae ss)， 则 
. ab— ars ty iys | 21Fa 
特别 地 
三 ?一 在 ,如 一 这 十 皖 十 村 
设 两 个 单位 向 量 a(cosa，cosB，cosp) 利 bcosm, ， cosp', 
cosy') 的 来 角 为 pp, 则 有 . 
eosP= SOMNcose ,oon Boos Pp' | oosveosy! 
7” 对 于 任意 两 个 向 量 az 2) (zo, go #2)， 设 它们 的 
夹 角 为 8, 则 有 


pb 区 十 了 js 十 5 
Ia] 1b| /本 十 担 十 综 v/ 王 十 嫉 十 村 


例 1 求 过 rolzxo, go zoj 上 后， 
并 且 慌 直 于 方向 上 #(0, 5, 6) 的 平 
面 方程 . 

解 设 平面 上 性 一 点 是 
rw,y 3) (图 1-6)， 则 何 量 了 一 re 
与 #4 化 直 , 因而 它们 的 数量 积 等 
于 堆 ， | 

所 求 平面 方程 是 

rr:n=0 


才 坐 标 表示 这 个 平面 方程 得 到 


08P= 


KZ 一 各) 十 有 (8 一 ao) 十 5 一 39) 一作 
或 ， 
astbyi es— ar by tean) =0 
记 qv 十 byo 十 620 二 一 0 就 得 到 平 曾 的 一 般 方程 
orby+ezs+d=0 

反 过 米 ， 任 给 一 平 画 ax 十 by 十 cz 十 = 二 0， 它 必 荆 直 干 向 时 
Fa, 5, 0), 我 们 把 22(9, 8, 6) 称 为 此 平面 的 法 向 基 ， 

向 量 的 向 量 积 (又 于 ) 和 它 的 恬 质 给 出 两 个 向 量 a 和 b， 设 
它们 的 夹 角 为 ,定义 它们 的 向 笃 积 (及 乘 ) 如 下 : a x 是 一 个 向 
基 , 而 且 

1) axbb 各 直 于 @ 和; 

2) 向 量 a.b,a xb 构成 右手 系 ; 

3) 向 量 axb 的 模 为 le xPi=|ailPisinp, 即 以 Qa 和 看 为 
邻 边 雇 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 . 

根据 上 述 定 义 , 可 以 直接 推出 : 

1” 向 量 积 的 运算 满 是 下 列 规则 : 

-axb=—Bxa) 《 反 交 换 律 ) 
axtbto=axbtaxc .分配 律 ) 
~ - maxnb=ma(taxb) {与 数 莱 的 结 兴 律 ) 

2” axa=0. - 

3” 设 a.b 都 是 非 零 闯 量 , 则 a 与 5 平行 的 充分 必要 条 件 是 
它们 的 向 量 积 axb= 0. 

4 对 于 三 个 基 向 量 Pi, Cr es 有 

exei=0 (i=1,2, 3) 

ei Xi 一 士 如 :| 
其 中 蛋 , 记 问 是 蕊 ,2, 3) 的 一 排列 , 偶 排 列 时 取 下 号, 吞 排 列 时 取向 
时 ， ; - 


5” 何 量 的 向 量 积 可 以 用 举 标 表示 ， 设 上 和 天 的 分 量 分 别 为 
CT Fs Si (Ts, Was Z2), 则 


El ez es 
axb=|zs 六 为 
Ty Ye 32 
其 中 eles,es 是 销 卡 儿 直 人 角 举 标 系 的 三 个 基 向 量 ，. 。 


例 2 给 出 两 个 平面 
qr by tostd = 0 二 boy 二 Ca 二 二 愉 

求 过 rolwo, yo 20) 点 , 且 平 行 于 所 给 两 个 平面 交 线 的 直线 方程 . 

解 ”所 求 让 线 的 方向 向 量 了 分 别 钱 次 于 已 知 平面 前 站 向 量 
Ra bn 6) 和 F(t025:, 02), 因此 PXXne 

设 所 求 直线 上 任 一 点 是 Cw, #2), 则 有 

: 。 -rro=tf 

其 中 i 是 套数 ， 固 此 所 求 直线 方程 为 


rTo=#$ {7 交 0) 


即 
P=" #t{r <1) 
用 坐标 表示 这 个 平面 方程 就 是 : 
Tr yy 3 一 
Bb oo 1 而 1 a 已 
bs ce Ce do 五 > 


向 量 的 混合 积 ”给 出 三 个 向 量 4. 和 c， 定 义 它们 的 混合 积 
如 下 : | 
(a, b,c)={taxbh.c 
混合 积 (Q,B、c) 的 几何 意义 是 它 的 绝对 值 1 (a 了, c) [表示 坎 
向 量 Ga, 了 ec 为 兵 的 平行 六 面体 的 体积 . 
可 以 下 明志 个 向 量 4 了 Bc 共 面 ( 即 平 行 于 同一 平面 的 充分 


和 叶 曙 


必要 条 件 是 
{a, b,c)—=0 
向 量 的 混合 积 也 可 以 用 坐标 表示 ， 设 三 个 向 量 a.i bc 的 坐标 
分 别 为 《zi 12， (zo go 82)， (zs, #5; 3)， 则 混合 积 的 坐标 表 


示 为 : 


Zr YI 1 
{a, b, c) 一 | 各 2 EE Ef 
Ta Wa sa 
由 行列 式 的 性 质 可 以 得 到 


排 论 【 (a b,c)=axb:c=a(bxc)=b- (cx a) 
={pxea=ce.axb= (xa):b 

推论 2 《ai 十 Ga ec) = 00, b,c) + Coa, pe) 

一 重 向 量 积 给 出 三 个 癌 量 Gv y， 5) 有 (za ga 22)， Cs, 


a ea" 


ga, za) 则 有 以 下 关系 : 


(axb) xec= (qob— (boa t1. 1) 
证 明 根据 向 量 积 的 坐标 表示 
“jer ez es 
axb=| A 2 ba 
Ye Ba £2 


= F122) CZ TsO— X17 De 
二 (wiz— ir} en 
二 耐用 
必 1 和 Bs 


{axb)xc=|yis— yz 2128 -一 和 32 Vie— YT 


' Ts ys 3 

一 《ZI10223 二 B12 T1225 一 iyays) 1 
十 (zigata SF Ys.33— Yi Nos — Yi Zz) es 
士 Caza tis — Ys — 2 10a0) Cy 


因而 得 到 . 
{axbh)xc={tacob- {bca 
调 3 证 明 拉 格 衣 日 (Lagrange) 恒等式 ; 
Qc oa 


{axb):texd)= pc pd 


证 明 
taxb).exd)=[taxb)xcl:d 
=[(a-c)b— (boal.d 
一 (ae (bd tbo (a:d) 
uc a:d 
b:c pd 
例 4 证 明 三 重 疝 量 积 有 以 下 关系 ; 
(axtix(cex 田 = (a,b,d)c— (a,b,ecyd 
证 明 ” 设 mm 一 axb， 根 据 商 量 积 的 运算 法 则 及 二 重 向 量 积 
得 到 


(axb})x {tcxd=—(cxdxm 
={(d.me— (cmd 
=(a,b,dce— ta,b, cd 


习 上 题 


证 明 (aX8) .CaXBD 十 (qb) ?一 oatb? 

证 明 aXx (Xe) 上 bX (exm ex (ax =0 

证 明志 Xe :tax 二 (exo 'tbXd)+ taxb}: tex qd) =0 

证 明 tat 科 ,他 十 中， (ce 十 外) 一 2 (9 b, 6) 

证 昌 (axBeXd, exXA) = (bd) eef) (ab, ed, e,f) 

如 果 ea 和 证明: 

ax{ax[taX (Xb)]}=as 

7 求 三 平面 ra 一 er 一 re 一 ? 平行 王 同一 直线 的 条 件 . 

ss 人 和 


本 加 和 有 


有 2 向 量 冰 数 
在 以 后 的 学 习 中 ， 要 广泛 地 应 用 向 量 分 析 的 知识 ， 因此 在 这 里 
对 向 量 分 析 的 基本 内 容 作 简单 扼要 的 介绍 . 
首先 介绍 向 量 函 数 的 客 念 . 
争 出 一 点 集 G, 如 果 对 于 如 中 每 一 个 点 jw， 有 一 个 确定 的 向 量 
Y 和 它 对 应 , 如 我 们 说 , 在 8 上 给 定 了 一 个 向 基 孟 数 , 记 作 
rE 
例如 ， 搁 9 是 实数 轴 上 一 区 间 训 as ， 则 得 一 元 向 量 函 数 
r=7(t) 
设 避 是 一 平面 域 , te 9?) 6 则 得 二 元 向 量 活 数 
T=r{y, 0) | 
设 G 是 空间 中 一 医 域 ; (x, 5, 2) 5 则 得 三 元 向 量 函 数 
、 r=, 8, 7) . 
正如 数学 分 析 中 对 实 函 数 所 讨论 的 那样 我 们 也 对 向量 画 数 
引进 极限 、 活 续 \ 微 商 和 稳 分 等 概念 ，: 
2.1 向量 汐 数 的 极限 . 
设 r(D 是 所 给 的 一 元 向 是 函 数 ， 9 是 常 向 量 ( 即 长 度 与 方向 
都 固定 的 向 县 ), 如 果 对 任意 给 定 的 e 字 0， 都 存在 数 56>0, 使 得 当 
0<11 一 to|<6 时 
ral<e 
成 立 , 则 我 们 说 , 当 #->to 时 , 向 量 函 数 了 (2) 趋 寺 极 限 9a， 记 作 
: lim rtt}=a. 
关于 数量 机 数 的 极限 性 质 ， 都 可 以 推广 到 向 量 函 数 的 情况 , 从 
而 得 到 类 似 的 命题 . 
命题 1 记 果 74 和 SCt ) 是 两 个 -元 向 是 函数 CD 是 一 个 
实 函 数 , 并且 当 .t"*4o 时 这 些 国 数 的 值 趋向 极限 


* 了 全 中 


rit -xa, s(t) >b, Af)>m 
即 Jr(tD 一 al—>0, 1stt)—bi—=0, | 本 划一 六 | 一 0， 则 有 
(1) 催 个 向 量 函 数 之 和 ( 若 ) 的 极限 等 于 极限 之 和 ( 莽 ): 


rtt}+tstt)—— >atb 
(2) 乘积 MtOrCEI( 数 量 科 向量 ) 的 极限 等 于 拆 所 的 乘积 : 
A I— >ma 


(3) 数量 积 rt st 的 极限 多 于 极限 的 数量 积 ; 
rtfty-stt)—>a:b 
(4) 问 晤 积 f(t}x sti) 的 极限 等 二 极 隧 的 向 量 积 : 
ri)xstt)—axb ，, 
证 明 这 些 命 题 的 证 盟 原 则 上 和 数学 分 析 中 关于 实 国 数 记 对 
详 的 命题 的 证 明 没 有 什么 区 别 . 
(C1) (ret)tstt) (a+t)!] 
=| (ra) +t (s(t)—b)l 
Ir al+ls(tt) —b! 
当 1 一 ts 时 ,由 已 知 条 件 JrC) 一 a 一 0, :s(t) 一 b1->0, 所 以 有 
|rttytsttD ~(ath)|—>0 | 
即 re)+s(t)—>a+b 
2》 作出 向 量 的 芋 . 
一 
由 此 得 出 . 
[ar —malelAD re —al+lAD -milal 
当 # 一 和 时 , 出 已 拓 条 件 1r( 科 一 81>0, | 外 人 一 | 一 0 及 
HI 一 [1， lal 是 常数 
有 | | 
“ EME) — mal—>0 
即 : 
he 上 


ACEYIret— > Ra 
(3) 作出 数 基 差 
入 (一 在 一 十 (一 本 
由 此 得 出 
[rei)-s(ty—a-blel(rtt)—a) -s(t) 


| + |(s(t)—b)-al (1. 2) 
因为 任何 两 个 向 量 pq 的 数量 积 prq 二 |p| 19qjcos (pg) 所 以 
Ip:gi|pi lgl. 


因此 , 如 果 p 趋 于 零 ( 即 ijp1 一 0), 而 g 趋 于 确定 的 极限 g (此 时 有 
lal>1q61), 郑 么 不 等 式 的 右边 趋向 于 零 ， 这 时 有 
Ip:ql—>0 
因而 当 {+ 一 和 时 , 我 们 由 已 知 条 件 
fr(t)—al——0, 1s(t)|—>|b] 
则 不 等 式 (i. 2) 右 边 第 一 项 有 
|rCi)—a) -s(t)|—>0 


同 理 
|{s(t})—b) -al—>0 
于 是 得 到 
| [tt 一 本 | -一 > 个 
即 . 


rit)-s(t)—r>a:b 

《4) 作出 向 量 的 差 
rityxatt)—axb={rtty—a)xat}+ax tstt)—D) 
由 此 得 出 

Irityxstty—axb) 

Ir —a) xs(tt)l+ tax 《SEE 一 四 | 《1. 3》 

因为 两 个 向 量 训 和 4 的 商量 积 的 模 [pxai=|pligl: 

a 了 2 ™ 


sin (p41, 所 以 pxal 志 |pi1gq|. 因此 ,如 果 |p|->0, 而 1g| 趋 于 
锁定 的 极限 , 则 | 疡 xg| 一 0. 
把 这 个 结论 应 用 到 不 等 式 (1, 9) 的 看 边 ， 则 当 > 和 时 , 由 已 
知 条 件 可 得 到 
Iret)yxstty—axbl—0 
即 
nt)xatt)—>axb 
2.2 向 量 丁 数 的 连续 性 
有 了 向 量 函 数 的 极限 的 概念 ， 我 们 就 可 以 引进 向 量 阔 数 的 连 
续 性 的 概念 ， 给 出 一 元 向 量 函 数 r(t)， 当 tf->is 了 ， 著 向量 函数 
?F(t)->r(t0), 则 称 向 量 函 数 r(#) 在 to 点 是 连续 的 . | 
利用 极限 的 定义 ， 我 们 把 向 量 函 数 7(1) 在 如 连续 的 定义 可 
用 示 为 
limr(t)=r (#6) 


如 果 7?(t) 在 区 间 tt 所 ts 的 每 一 点 都 连续 ， 则 称 r(t) 在 区 
日 | 和 上 是 连续 他) 的 

利用 命题 1 的 结果 , 我 们 可 以 得 到 : 

命题 2 如果 r(t) 和 s(t) 是 在 点 to 连续 的 向 量 函 数 ， 而 
久 让 是 在 点 fo 连续 的 实 函 数 , 则 向 晤 国 数 了 (t) 土 a(2), 4Dr(4》 
T(t) x a(t) 和 实 函 数 r(t):s(t) 也 都 在 点 ti 连续， (把 命题 中 的 点 
0 改 为 区 闻 二 世 ! 志 1 也 成 立 )， 

”2.3 向 章 函 数 的 拆 商 

设 r(t) 是 定义 在 区 间 二 < 委 1 安息 上 的 一 个 向 最 函数 . 设 fos 

《3 旭 果 极限 


(#) 在 庙 虚 4 二 和 = 全 处 指 的 是 有 连续 和 左 连 续 . 
: : . 1 st 3 a 


lim 


i 


存在 ， 则 称 7(#) 在 始点 是 可 微分 的 ， 这 个 极限 称 为 rz) 在 点 
的 微 商 ( 或 导 矢 ), 用 ( 宛 ) 或 六 (9 表示 , 即 


rito AD —r(t0) 


轩 , 9 = 4 

如 果 r(tt) 在 某 个 开 区 间 的 每 一 点 者 有 微 商 存在 ， 则 我 们 说 
7(t) 在 此 区 间 内 是 可 微 的 或 简称 向 下 浮 数 r(t) 是 可 微 的 ， 它 的 微 
效 记 成 x (#7). : 

对 于 向 量 函 数 的 微分 法 有 以 下 命 荐 : 

命题 3 设 r(t)，s(1), s(t) 分 别 是 可 微 的 向 量 畏 数 ，A#) 
是 可 微 的 实 函 数 ， 则 Xr(t)， (2) 二 s(t)， r(t)xstt), 
rT) Cr ), 5 都 是 可 微 的 , 并且 

《ar 一 和 + Nr 
他 士 S 二 YY 十 8/ 


(rxs)'=r xS+rXa 


r(ty FAL —r(io) 
A 


{r'5)’ =7" -$+r.s! 
(7, 8, MW)' = (7', 8, 4) T(r, 8', WU) + (r, S, 4") 


这 些 公式 的 证 明和 数学 分 析 中 实 函数 的 对 应 公式 的 证 明 相 
似 , 但 是 应 该 注意 的 是 向 量 的 向 量 积 和 混合 积 中 向量 的 次 序 有 关 ， 
不 能 把 次 序 任 意 交 换 ， 作 为 例子 , 我 们 还 明 后 面 三 个 结果 . 


(rxsy' 一 Lim AD XS TO rE 


在 半 幸 全 


= lim 


B30 


了。 


证 A)_r(t)] x st TAD 
A AR 


= im 
在 站 二 0 


tA A lim s(t +At) 
- 自 手 吃 [ 


十 Lim r(t) x lim StL S(t 
三 示人 二 于 直 
=r(tyx stt)i+rttyx s(t) 
了 全 十 At SE+AD—r(t)-sct) 
A 


(rr:8)' = lim 
在 站 未 0 


= lim 
各 目地 心 


{retAD) — rt stAr) 
. At 


TE).[S(t A — S(t) 
+ 如 | 


= lim 
[1 


a 


i 二 全 
=r C1)"S(t)+rtt)'s tt) 
由 上 土 面 的 结果 可 以 得 到 
Cr, s, tM)' = [ir Xs 于 
={(rxX3) 十 (rs) 
=[r' xstrxs Tuttr su 
= Su (rxs) -utr x su 
= {r,s,H) T(r, 全 0) 十 (TS 让) 
向 量 函 数 郊区 的 微 商 了 要 仍 为 所 的 一 个 向 量 国 数 ， 如 果 硼 
数 7'(t) 也 是 连续 的 和 可 微 的 ， 则 rr 亿 四 的 微 商 rT"(t) 称 为 7T(1) 
的 二 阶 微 商 ， 类 但 地 可 以 定义 三 阶 、 四 阶 等 等 的 微 商 ， 在 区 间 
[t,，ts] 上 有 直到 五 阶 连 续 微调 的 函数 称 为 这 区 间 上 的 下 次 可 向 
函数 或 C' 类 莉 数 ,连续 法 数 也 称 为 0? 类 力 数 ， 无 限 可 微 的 国 数 
记 为 C” 类 国 数 . 解析 前 数 记 为 CO" 类 函数 . 
设 e;，es:，es 是 东 卡 儿 站 旭 举 标 系 的 三 个 基 询 量 , 向 量 国 数 
a 


T(z ) 同 以 表示 为 
rr(t)=z(t)e:try(ti)est a(t)e 
所 以 每 一 个 向 量 卫 数 r(t) 和 三 个 实 国 数 {x(t), gy(12), Et 站 一 一 
命题 4 如 果 向 量 图 数 f(t) 在 [i 12] 上 是 CG* 类 函数 ， 则 向 
量 函 数 所 对 应 的 三 个 实 函 数 xz(#), ,2z( 了 9) 在 [4,12J 上 是 CO* 类 
半数 . . 
证 明 将 TC(7)= 二 zt)ey 十 (tes 十 z(t)es 两 边 点 莱 e1 得 
a(t)=r(t) -el 
由 于 e 是 常 向 量 , 和 而 T(t) 是 O07 类 备 数 ， 所 以 z(t 是 0O: 类 函数 , 
同 理 可 证 江 划 , ztt) 是 0* 类 函数 . 
2. 生 ”向 量 函 数 的 泰勒 (Taylor) 公 式 
定理 ” 设 向 县 函数 交 提 在 [iv to+Atl 上 是 C0" 类 函数 ， 则 
有 秦 勒 展开 式 
> 


rtetAt) =—r(to) + Ar (to) + Tr" (0) + 
+ 后 ~ {Ct o} 人 frr 0) E(to, | 


其 中 At-—*0 edt, FE -> 0 
证 明 疝 量 函 数 了 T(t) 本 表示 为 
rit)=rtt)e ti(t)est z(ti)es 
由 已 知 条 件 在 [io 昌 十 A 坷 有 TOEDEC*Y， 所 以 在 [Lio to 一 AN 
有 wt), FY, SCEDEC2+1. 
根据 实 函 数 的 案 鞭 公式 得 知 


w(to+ At) = £00) HA (10 + A) 


x e+ 


+ {AD A)" yom (4)+ i (gt E00) + erlto, AE)) 


时 了 起 和 


$0. 


tio A =F0) TT Ay (Fo0) Ty (0) 十 


AD)” ys D+ 从 Cy (G0) eato, 从 


s(tot At) =s(t0) At (Eo) 7 srt) + 


十 -一 一 一 


+ {AD ,ec y+ 人 Cz de0) + eslto, hs)) 


把 上 式 分 别 科 以 el ea ea 再 相 加 ， 则 得 到 所 求 的 向 量 国 数 的 泰勒 
公式 
， (AFD)Y 
T(t AD TD + AT GD) + rr" (to) + 


十 全 的 (CAND 


(n+ 1)1 
当 Hpeer WN， 我 们 就 可 以 把 它 展 成 泰勒 级 数 ， 即 


ro AE) =r (00) AEr CE,) + ro) 十 必 


(0 Er 十 有 CE 人 


二 人们 人 有 十 


如 果 T( Jec “, 则 土 述 泰 勒 级 数 是 收 北 的 ， 
2.5 向 量 函 数 的 积分 
向 其 函数 的 积分 的 定义 和 实 函 数 的 情形 相同 , 即 
[rar= tn Bre 4.) 
其 中 = #0, bi, "ry fn- 1 tC—b 表示 区 间 Le， 6 的 分 点 ， £; 是 区 间 
(4 让 中 的 任 一 点 , 当 %->oo 了 时 , ;一 ti_:| 一 0. 
如 果 向 量 隔 数 r(1) 一 x(i)elty(i)est stt)es 是 可 积 的 ， 
细 有 
[rat= | (ot)ert y(t)ert a te 


- IT 


=0,| «(ta + e,| ut yat tes| 本 
即 . 
Bb 用 5 3 
| rcDa=e| zatrel yt +tesl z(t)at 
由 此 可 得 出 有 美 向 量 函 数 积分 的 命题 : 
命题 5 如 果 向 量 函 数 7+(t) 是 区 间 [9, 下 于 的 连续 因数 ， 则 
8 
[ra 


存在 , 并且 
1” ge<5 时 有 


各 由 市 
[ra={ roa | rotyas 
2*。 m 是 带 数 时 有 l 
[mr a=m| ry 
3” 如 时 ?pz 是 常 向 量 , 则 有 
了 mrt dam: | retyat 
» [ . 
二 mxr (asmx)ria 


4° 到 上 ri)a|= r(z) 


证 明 向 量 函 数 可 以 表示 为 
r(t)=2t)ety(t)est s(t)es (0) 
。 根据 命题 4 可 知 车 7(5) 在 [a, 5] 上 是 连续 函数 (0* 类 函数 )， 
知 ztt), y(t), a(t) 在 [a,5] 上 是 连续 函数 (0° 类 网 数 )，。 
再 由 实 函 数 的 积分 定理 可 知 , 在 区 间 [%， 可 上 连续 的 实 函 数 在 
该 区 间 上 是 可 各 的 , 即 积分 
日 - 星 和 和 


| xDa2， | ea | < 
存在 , 则 由 人 4) 式 可 知 积分 
[ra 


”存在 且 等 于 


| -Da 一 epa+re idattesl: stat 


以 下 我 们 只 证 明 1°, 其 余 的 结果 请 读者 自己 证 朋 , 
由 于 | 


| rpDa=e zat +esl Hiattes| : :at 
若 9 之 6<b 时 , 根据 实 函 数 的 积分 性 质 可 得 
of z(t)dt +esf yt)att es a ta 


=el| sta + actatl+ el “ytdt 二 | Ka] 
+es[|. (tatt | z(t)at | 
-of (4 二 en Kattes) td+os) za 


+ei| ytdttes], (ED 


于 radar rt)at 


下 面 我 们 介绍 有 关 向 量 前 数 的 两 个 命题， 过 两 个 全 在 后 
要 用 到 . 
我 们 在 这 里 本 定 所 给 出 的 向量 盟 数 具有 所 需要 的 各 阶 过 续 
微 识 . i 
例题 $§ 向 量 辣 多 7(t) 具 有 固定 长 的 充 变 得 件 是 对 于 上 的 
每 一 个 值 , rt) 都 与 所 丰年 直 。 
2 » 


证 明 由 所 给 条件 |r(#)|== 常 数 , 有 
TH) 二 1rdet) 上 = 常数 
上 式 对 +t 求 微分 得 
2rCty: rity=0 


由 此 得 到 
rt) Lr'(t) 
反之 , 如 果 rE 人 (t=0 
则 有 
Srt)=0 
因而 得 到 
r*(t) 一 常数 
即 
1rCt)1=: 常数 


特别 地 ， 对 了 于 可 微 的 单位 向 量 函数 7(29( 即 17(2)|==1)， 有 
r(t) Lr't). 

为 了 介绍 以 下 命题 ， 我 们 先 引信 关 于 向 最 函数 r(t) 对 于 变量 
上 的 旋转 速度 的 概念 ， 这 个 旋转 速 席 对 于 上 的 不 则 的 值 一 般 来 说 
具有 不 同 的 值 . 

我 们 给 出 以 下 定义 ; 给 以 增值 At 用 Ap 表示 由 向 量 T(t) 


和 rt 十 At) 所 组 威 的 角 (图 1-7), 作成 比 信 Ae， 并 使 A# 趋 于 


零 ， 则 | 和 | 的 极限 ， 即 | 铝 一 im 知 | v(t) 

就 叫做 向 量 隙 数 7(t) 对 于 它 的 变量 : Da ta 

前 旋转 速度 . 图 1-7 
命题 了 单位 向 量 蓝 数 rt 好]r(t| =1) 关 于 +t 的 旋转 速 

度 半 于 共 微 商 的 校 1r 人 ti]. 


* 2 


证 明 把 rft2 rt 一 A 身 移动 到 同一 个 铭 点 0( 如 图 1-3)， 
以 侣 为 圆心 画 单位 稳 , 它 通过 了 (和 T(t 二 A) 的 终点 民政 ", 则 
A 
两 个 向 量 的 夹 角 大 小 综 于 MY' 的 长 度 . 于 是 有 


um -一 一 一 > nn 
Agp = _IMM'| MM' 
MFI 


[A A | 
因为 7G+A 纪 一 r( 划 = 下 枕 rr | 
所 以 有 图 8 
一 一 一 和 
和 EL 人 十 人 和 一 
于 是 
i Dy 
hf Mt IW" | 
由 于 当 At 趋 于 等 时 有 . 
ie 
MM’ _) 
一 
1M | 
因此 
ee 
加 |= Ap 1 | 全 区 全 MM 
dtl or IA) ss At | 


一 
[M2 | 
一 上 信人 | 


习 是 
1 证 明 本 节 课 文 命题 3, 命题 5 中 未 加 证 明 的 结论 . 
2 求证 常 向量 的 微 商 等 于 零 . 
3 利用 向 量 洲 数 的 比划 会 式 证 明 : 如 暴 向 量 在 某 一 区 疗 内 房 有 的 点 ， 
共 微 高 为 零 , 则 此 向 县 在 读 区 间 是 沼 向 县 . 
s 2 # 


$3 曲线 的 概念 


曲线 是 微分 几何 所 研究 的 主要 对 象 之 一 ， 因 而 我 们 需要 首先 
竺 清 楚 盟 线 的 概念 . 

3.1 曲线 的 概念 

为 了 定义 曲 绕 的 扫 念 ， 先 介绍 一 些 关 于 映射 的 知识 . 

给 出 两 个 集合 吾 和 名， 如 果 咎 合 召 中 的 每 一 个 点 (或 称 元 迷 ) 
z， 有 吾 中 一 个 或 几 个 点 和 它 对 应 ， 则 我 们 说 给 定 了 吾 到 政 的 一 
个 映射 了 我 们 以 后 仅 考虑 单 值 映射 ,换言之 ,对 于 吾 中 每 一 个 点 
友 在 中 只 有 唯一 一 个 点 2 和 它 对 应 , 这 种 且 射 称 为 单 值 映 射 ， 
2 称 为 点 了 的 象 ,z 称 为 ”的 原 象 . 

如 果 对 于 集合 豆 中 每 一 个 点 好 , 在 吾 中 只 有 唯一 一 个 原 象 z 
和 它 对 应 , 则 这 个 映射 称 为 是 一 一 的 . 

在 欧 氏 空间 中 给 出 两 个 集合 以 至 , 对 于 召 的 仔 一 个 点 了 和 任 
一 个 数 > 小 存在 数 6->0, 使 得 对 王 玉 中 同 也 的 距离 小 于 5 的 性 
意 一 点 了 来 说 , 虚 了 (7 了) 与 (XX) 间 的 距离 小 于 2, 则 称 映射 了 为 连 

和 如果) = 证, 我 们 就 说 于是 从 忆 到 如 的 在 上 映射 , 也 就 是 
说 在 了 的 作用 下 把 吾 变 独 整 个 局 上 去 . 

下 面 建立 简单 曲线 的 概念 . 

如 果 一 个 开 的 直线 段 到 三 维 欧 民 空间 内 建立 的 对 应 了 是 一 一 
的 , 异 方 连续 的 在 上 映射 , 则 我 们 把 三 维 欧 氏 空间 中 的 映射 的 象 称 
为 简单 曲线 段 . 例如 开 的 直线 乱 映 射 到 开 央 驱 ( 即 阅 局 的 一 部 分 )， 


一 I-93 


这 种 映射 是 一 一 的 , 双方 连续 的 在 上 映射 (图 1-9， 因 此 开 圆 绝 是 
简单 曲线 段 . 

又 例如 在 一 张 长 方形 的 纸 上 画 一 条 斜 的 直线 (图 1-10), 然后 
把 这 张 纸 卷 成 贺 柱 面 ， 则 直线 成 为 圆柱 螺 线 .因而 圆柱 蛇 线 是 贡 
单 昌 线段. 


一 | 一 


图 1-10 
对 任意 韭 线 的 “小 范围 "的 研究 ， 总 可 以 作为 简章 时 线 殿 来 研 
究 ， 我 们 以 后 所 讨论 的 曲线 都 是 简单 曲线 段 ， 不 另 作 声明 . 
根据 上 述 曲线 的 概念 ， 我 们 可 以 确立 曲线 的 方程 。 在 直线 段 
上 引信 和 坐 标 Eee<ct< 芒 ,在 室 间 中 引入 笛 卡 儿 直 角 坐 标 多 
z), 则 上 述 映 射 的 解析 表达 式 是 


w(t) 
y= g(t) (Cat < 的 | (1. 5) 
六 h(t) 
习惯 上 ,经常 把 (1. 5) 中 的 函数 关系 符号 尹 # 请 分 别 写成 所 为 
这 样 (1. 5} 可 写 为 
f° 
y=yt). tact<b) (1. 6) 
2=%(t) 
CL. 6) 称 为 曲线 的 大 数 衣 示 或 参数 方程 ,# 称 为 曲线 的 参数 
例 刀 ， 我 们 已 经 知道 开 圆 就 是 开 直 线段 的 象 ， 取 开 直线 段 为 
C0, 2x), 则 在 xy 平面 上 , 开 圆 弧 的 参数 方程 为 
fe On 
y—0Gsint : . 
® 234 


其 中 a 为 再 的 半径 ， 
开 的 椭 加 闻 的 参数 方程 为 
fe (Qt 2n) 
#=pain#. 
对 于 图 柱 景 线 ， 我 们 可 以 这 样 建站 它 的 参数 方程 ， 设 直 略 柱 
底 半 径流 4， 在 长 方形 中 余 线 与 长 方形 的 一 边 的 炎 角 为 got 如 图 
1-11). 由 圆柱 螺 线 上 上任 一 点 如 作 和 平面 的 惟 线 为 HN., 设 
ON 与 Ozx 轴 的 夹 衣 为 f， 则 AN-aft，NMHN-attggpo 一 0t( 设 8 
=atgPo). 


图 1-11 


则 加 柱 蛇 线 的 参数 方程 为 


=acost 
| (oct < 二 oo 
5 一 已 

由 于 向 量 函 数 r(t) 可 表示 为 fr(1)=z(t)er+y(t)es+ 
*《+t)es, 因而 曲线 的 参数 方程 (I. 的 也 可 以 写成 向 量 函 数 的 形式 : 

“ r= 二 T(t) 《< 

这 就 是 说 , 在 空间 中 给 定 一 个 点 0, 所 达 个 点 作为 始点 放 上 对 于 3 
的 斑 有 值 的 向 是 fr(t). 于 是 对 于 t 的 每 个 信 ， 我 们 得 到 确定 的 向 
量 DM 二 7(#)( 图 1-12)， 它 的 嫩 点 是 点 0, 而 终点 对 则 与 + 值 有 
关 ， 当 上 在 (多 六 内 误 化 时 ， 点 亚 在 室 则 中 画 出 一 条 轨迹 ， 这 就 
2 


是 由 参数 # 所 给 定 的 曲线 ， 点 六 


的 向 量 表达 式 称 为 曲线 前 向 量 参 六 
数 表 示 . : 
例如 圆 ( 挖 掉 (a， 人 点} 的 向 
县 参数 玫 未 式 是 
t= {gcost, Gsin#} 
(0<t<<2r) 
即 图 1-12 


T=acostetasinie, O01) 
椭 园 ( 挖 掉 co, 0) 点 ) 的 向 量 参 数 表示 式 是 
太一 {acost, bsint} {0<<t< 2r) 


即 
r=acostelt bsintes (Ot<27) 
回 柱 嵌 线 的 向 量 参 数 表示 式 是 z 
r= {gcost, osing, bt} (—oo<ft 志 | oo) 
即 
f=dcostetaqasintes +btes [| 
3.2 光滑 曲线 ”曲线 的 正常 点 
如 果 曲 线 的 参数 表示 式 
站 一 2 人 tt) 
y=yt) {aft<b) 
z=—=2{t) 
或 


r=7r(t) (oat<0) 
中 的 函数 是 上 阶 巡 续 可 微 的 范 数 , 则 把 这 曲线 称 为 位 美 曲线 ， 当 
二 1 时 , 也 就 是 0 类 的 曲线 六 称 为 光滑 曲线 . 
给 出 CC 类 的 曲线 7 二 7( 了 ,假设 对 于 曲 线 7 一 nr(2) 二 一 点 (1 
SS 


=f0) 有 

| rto)- 天 0 
则 这 一 点 称 为 曲线 的 正常 点 ， 

注意 条 件 r" (to) 天 0 表示 (0) ,to)，2'(#0) 中 至 省 有 一 个 
不 竺 于 零 . 

以 后 我 们 只 考 虚 曲 线 的 正常 点 ， 即 体 设 rf) 关 0， 实 际 上 
?+t)=0 是 很 特殊 的 。 如 果 在 一 段 曲 线 上 《1)=0, 则 了 (t) 变 成 
常 向 量 ， 这 时 这 自由 线 缩 成 一 点 ， 所 以 一 段 曲 线 上 rE)=0 的 点 
一 般 是 孤立 点 ， 曲 线 (C) 上 所 有 点 都 是 正常 点 时 ， 财 称 (C) 为 正则 
曲线 ， 

给 出 曲 钱 了 =TIfD) (a tb) 

即 
=r(t) 
y= yt) (rt Db) 
[z= zt) 
则 在 期 线 的 正常 点 (例如 , 设 zr(E0) 隆 0) 的 充分 小 分 域 里 ， 曲 线 可 
由 形 如 
jw) 
2 一 多 (xz) 
的 方程 来 表示 ， 
这 是 因为 由 于 (to 过 小 而 我 们 假设 mt 天 0, 于 是 函数 s 
= 区 好 在 和 邻近 有 连续 而 可 微 的 反 图 妆 t= 红 z) 把 它 代 人 
{0 
z— att) 
第 
z=—%(t()) 
要 上 在 和 


他 7 
一 名 了 

例如 对 于 圆柱 曙 线 TIE) 一 1GBeosf gsint,6t}) 【一 c< 民 二 
二 co) 有 rt)= {一 asint, gcos#, 如 由 于 5 考 0 所 以 在 曲线 上 任 
何 # 值 rt) 了 0， 因此 圆柱 螺 线 上 的 点 都 是 正常 点 因而 由 z 
一 bt 得 出 1 一 二 ?把 它 代入 


化 


y=0aint 


EE 

针 一 向 CD3- 一 
. b ， 

- 台 

Fs1nN 


中 得 


这 是 欧 柱 螺 线 的 另 一 种 表示 法 . 
3.3 ”曲线 的 切线 和 法 面 * 


给 出 曲线 上 一 点 了 P， 点 外 是 一 
P 的 邻近 一 点 (图 113), 把 制 线 。。 p22 二 
PQ 弹 了 点 旋转 ,使 9 点 沿 曲 线 趋 ”| 
近 于 忆 点, 若 割 线 PQ 将 趋 近 于 图 1-18 


一 定 的 位 置 时 ， 我 们 把 这 个 割 线 PQ 的 籽 跟 位 置 称 为 昌 线 在 己 点 
的 坊 线 而 定点 王 称 为 切 点 .直观 上 和 看， 切线 是 通过 切 点 的 所 有 
直线 当中 最 贴近 曲线 的 直线 ， 
设 西 线 的 参数 方程 是 
r=?(t) 
其 点 了 对 应 参数 io 人 点 对 应 参数 名 十 At (图 1-14), 则 有 
PO=7 (totAt) —r Co) 
a IF 


"(ty 


‘A 


如 


图 -14 


在 割 线 PO 上 作 向 量 PE, 使 得 
本 -to 人 一 
t 


当 ->P( 即 Af->0) 时 ,着 7(1) 在 志 可 向 时 ,由 向 量 函 数 的 微 商 可 
得 向 县 了 8 的 极限 


"UD Em 


ro AD) ro) 
Al 


根据 动 线 的 切线 定义 ， 得 到 PP 的 极限 是 针线 上 的 一 向 量 人， 
它 称 为 曲线 上 一 点 的 切 向 量 . 

由 于 我 们 已 规定 呈 洲 究 曲线 的 正常 点 , 即 r(t) 天 0. 所 以 曲线 
上 一 虚 的 切 菩 最 是 存在 的 ， 而 这 个 切 向 量 就 是 切线 上 的 -一个 非 夫 
向 量 ， 由 以 上 的 推导 过 程 可 以 着 出 ， 这 个 切 向 量 的 正 向 和 曲线 的 
参数 t 的 增值 方向 是 一 致 的 

现在 我 们 导出 曲线 上 一 点 的 切线 方 和 

仍 设 曲线 上 一 个 切 点 了 所 对 应 的 参数 为 fo。P 点 的 向 径 是 
r(to), P{X,Y,Z)》 是 切线 上 任 一 点 的 向 径 (图 1-15), 因为 
PpP 一 ?T(to) jr'(t9), 则 得 了 点 的 切线 方程 为 

Pp—r (0) =Ar’ (to) 
二 王 回 旦 
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其 中 站 为 切线 上 的 参数 . 
下 出 再 导出 由 坐标 表示 的 切线 方程 ， 设 
TD 一 rE0), y(E0), SC) 
(to) = {oe Cf0), yf Eo0), 2 (40)} 


则 由 上 述 切线 方程 消去 4 得 到 
总 一 区 (t) FY-—y(to) _ 2Z—3(t0) “ 
和 《0 yy (to) 2 (#0) . 
这 是 坐标 洗 示 的 切线 方程 . 


例 求 圆柱 螺 线 7(1)= {gcost,qsint, Bt 在 ! = 所 处 的 切线 
方程 
和 解 Tt)= {gcost, osint, bt} 
r'{£)= {goint, Gcost, b} 


s 29 电 


雇 以 切线 的 方程 为 


和 全 -全 


le] | 
p=i= 全 3 je, + Sees 二 (和 fjaes 
如 果 用 坐标 表示 , 则 得 切线 方程 为 
ff ~ EE 
2 
a ef 站 
一 2 
即 
3 
2Xo 2 3 Zs 
-3G 六 和 b 
经 过 切 点 ， 而 履 直 于 切线 的 平面 称 为 曲线 的 法 面 . 下 面 导出 
曲线 的 靶 面 方程. 、 


设 曲 线 上 一 点 P, 它 所 于 应 的 
参数 为 fo, 了 点 的 向 径 是 r(to)， 
P(E, 了, 多) 是 法 面 圭 任 一 点 的 问 
径 ( 图 1-16), 则 由 

PpP—r(to) | r (#0) 

得 到 则 线 的 法 面 方程 为 

[p—rtto]r' (to =0 

车 设 rto) 一 全) g(t0), 二 (0 

人 = tr (Ct0), y (to), 310)) 
则 由 上 述 忒 面 方 程 得 到 
A 
一 恬 

» 3 


这 是 坐标 表示 的 法 面 方程 , 
例 求 图 柱 螺 线 0D 一 fcoste si 如 2 二 在 ?1 一斑 处 的 法 面 


方程 , 
解 rif)= {qcost, osin#, pi} 
rt)= {osint, Gcost, by 


所 以 法 面 的 方程 为 


GCC 
二 (2 一 各 及 = 


整理 后 得 到 
ox/ Ta 252 十 要 B2 一 0 


3.4 曲线 的 张 长 ”自然 参数 
到 现在 为 止 , 我 们 所 取 的 参数 # 一 般 不 具有 几何 意义 ， 以 后 在 


理论 问题 中 , 我 们 经 常用 纪 长 作为 曲线 的 参数 。 
设 给 出 C! 类 曲线 (CD): 
r=7r(t) (oat hb} 


曲线 (C) 上 对 应 于 (的 和 TO 的 点 为 Pa 和 疡 在 (的 上 ， 介 于 


s+ 3 * 


P, 与 P。 之 癌 , 顺 着 * 递增 的 次 序 , 取 4 一 1 个 点 Pi, Ps pyPe ay 
宇 们 把 曲线 分 为 个 小 纪 段 (图 1-17). 用 直线 段 把 相 邻 的 分 点 违 


图 1 好 


络 起 来 , 即 得 一 条 折线 , 它 的 长 是 


ca 一 之 ,PP 


f==1 
我 们 将 证 明 , 在 所 设 的 条 件 下 ， 当 分 点 无 限制 地 增加 ,同时 无 限制 
地 加 “ 密 ”( 即 对 于 每 一 个 i 下 一 二 一 0 或 五 Pi->0 时 ，aw 趋 
于 与 分 点 的 选择 无 关 的 一 个 确定 的 极限 . 这 个 极限 定义 为 曲线 段 
所 P 的 强 长 . 我 们 还 将 证 明 , 这 个 极限 为 


umo.=| 和 CE (1.7) 


设 分 点 P; 对 度 和 参数 到 丰 =0 1 2 ,人 ,特别 地 在 一 o 大 一 
这样， 


PP =|r(0)—r(t,)| 

而 

TF) (1) 

= {rt Ee (yD — y(t 1) es 

+ (a(t ) — s(t ) Ye 

=[z (te ry (ti)erta (tr )es{t,—#ti) 
其 中 出, 如, 及” 都 是 去- 与 而 之 间 的 人知 ， 令 
.本 弛 空 户 


R= (terty (tr)et2 (有 ”es 
这 时 可 写成 
rt = R(t,—t) 
为 了 证 明 {. ?7), 我 们 估计 以 下 的 差 - 


PP — |r (fi) | (tt) 


一 [下 — |r' (Gt 0) 1 (#1) 《1 8) 
现在 
2__ Tri 这 
_ Ri—[r' (1 切 ] 
[Rl tir’(t;-)| 
上 式 中 


下 一 [六 (tt:.) 
= {Lz (#6) Cy C8) + a Ct" ) 
— {Ee Ct (te 1) + CE) J 
= {C2 (0) [a G0) + ty GY 
一 [人 + (tL C41) 1} 
此 式 可 端的 三 项 中 , 第 一 项 是 
Lx CF) [a 《和 
一 [和 《和 十 本 CIC (£4) 一 到 (人 
其 余 两 项 是 有 关 y 和 2 的 对 应 项 ， 由 于 
[RI 一 wm OEETEY Ct 
宇 | (| 
[r= TF P+ et 
之 Tw (ti) 1 


因此 Jw) 0 IG I+1o 1 
RITTITO TS TR <“! 


各 璐 各 香 


与 此 同时 , 有 甘 包 和 2 的 两 个 不 等 式 也 成 立 ， 根 据 以 上 计算 ， 邯 
得 ， 
ttRE— [ri er.) 1 
EA EA | {1. 9) 
由 隆 22, gt z(t?) 在 闭 区 间 [o,5j 蜂 是 连续 的 , 从 而 也 是 一 致 
连续 的 ， 因 此 , 已 给 e>>0 当 詹 充分 大 ， 而 每 一 个 小 区 间 [#;-3, #4] 
充分 短 时 ， 
Iw (De (1) 1<s, 
[yD —¥ (ti |<e 
aC et Di<e 
因此 , 在 这 个 情况 下 , 根据 (1. 8) 与 (1. 9) 有 
IPiPe— Ir (Gt Dt nD) | Bet ) 


此 时 
1os— Dlr'Cti_1) [Fi #1}] 
ll 
> |PiiP, 一 lr Cf) | 《下 一 去 - 吉 
t=1 . 
32 tL) 
=3e(tb—a) 
” 即 有 


地 
limer, 一 1 人 
ao im 之 ,| 《1 1-1) 


=f Ir 


如 果 我 们 以 of) 表示 从 7 (4) 到 T(t) 的 弧 长 , 即 
归 邓 闪 昌 


oD — | rAd 


在 此 式 中 由于 积分 的 上 跟 天 于 下 限 ， 所 得 到 的 秋 线 的 吃 长 总 是 
焉 慎 . 
现在 我 们 定 六 一 新 函数 3( 门 , 使 
ot) ( 当 fa 时 ) 
a(t)=% 0 { 当 # 二 & 叶 》 
一 of) ( 当 t<a 时 ) 


aD=T Ira (1. 10) 


在 此 式 中 我 们 取 主 值 可 以 大 于 所 也 可 以 小 于 人 因此 s(t) 也 
可 能 取 负 值 , 并 按 上 还 规定 , # 增加 的 方 高 就 是 3 增加 的 方向 ， 总 
之 ,8 表示 为 积分 上 有 限 t 的 函数 

a=3(t) 
从 41. 10) 可 以 推出 
a(t)=|r(n >>0 
出 此 可 见 , 函数 a(#) 是 # 的 单调 递增 冰 数 。 因 而 滞 数 a( 人 的 反攻 
数 存 在 , 设 此 反 了 请 数 为 # 一 4(s). 把 它 代 人 曲线 的 方程 了 = rt 让 中 


得 到 以 ?为 参数 的 曲线 方程 
r=r{s) 
或 
T=72(3) 
yy) 
z=%(8) 


我 们 把 s 称 为 曲线 的 自 热 参数 ， 上 式 就 是 曲线 的 自然 参数 表 
示 式 . 
从 (1. 10) 可 以 得 出 ， 

了 旬 


GE 一 | 站 区 二 7) 人 (1, 11) 
ds:— rdti=dr? (1. 12) 


Aas:=dr dy +ads: (1. 13) 
出 忆 . 12) 还 可 以 推出 


ir 1=| 生 |=1 (1. 14) 


即 向 径 关于 自然 参数 的 微 商 的 模 等 于 1， 也 就 是 说 , 引进 自然 参数 
s 后 , 切 向 量 7'(s) 是 单位 向 量 ， 这 个 导向 量 称 为 单位 切 向 量 . 
以 后 我 们 用 “点 ”代替 “ 撕 " 表 示 向 景 函 数 对 于 自然 参数 的 宾 
商 。 饮 如 
+ 一人， 一 等 等 


例 ” 求 双 曲 螺 线 二 {Gcosht, osinhf, at} 从 =0 起 计算 的 
强 长 . 
解 T= {0coshi,asinhi, ot} 


r'— {qsinht, gcosht, o} 
从 一 0 起 计算 的 弛 长 为 
o= | Ir {| VT Ta 


+ 
一 | ~ sinht ocosht oadt 
= 和 
t 
-| Mel(sinhit +1) tarcosh'iat 
0 . 


-| acoshit tacoshitdt 
站 


—~ 2aqsinht 
冯 36 和 三 


习 题 
1 对 于 其 往 妮 缓 < 一 costyy = siniyz m tx 求 它 在 点 (1 9 0) 的 切线 各 
社 面 . 
2 求 三 沈 撕 曲 续 >= {et,5i?, 2 在 点 如 的 切线 和 法 面 ， 
3 证 明 图 桂 螺 线 * 一 {dcos8，dsin8、 玖 } 【一 oo <6< 十 oo 的 切线 和 4 
连作 周 定 角 . 


4 求 县 链 线 (如 图 )r 一 J acosh 世 | (co<t< 二 0) 从 4 一 0 起 计算 的 


纯 长 . 
5 求 抛物 线 ¥=85 对 应 于 一 5 和 fq 的 一 段 的 强 长 . 
ly 
EF 
(第 4 题 图 } (第 6 题 图》 


8 求 星 形 线 (如 团 ) x 二 necos?f,# 二 qsin1t 的 弧 长 . 
7 来 施 思 线 4 一 a0 一 sin 让 ,ya{1 一 cos 让 的 0<t<27 一 自 的 法 长 ， 
8 求 用 极 举 标 方 程 ==p {四 结 定 的 曲线 的 弛 长 表达 式 。 


834 空间 曲线 


这 一 节 , 我 们 研究 空间 曲线 的 基本 理论 , 主要 将 研究 刘 划 空间 
曲线 在 茶点 邻近 的 楷 基 程度 和 离开 平面 程度 的 景 一 一 曲率 和 撕 
素 ， 以 及 研究 空间 曲线 在 一 点 邻近 的 近似 形状 ， 并 将 找 出 决定 此 
阅 曲 线 的 条 件 。. 

Fs 


4.1 空间 磺 线 的 密切 平面 

在 $3 里 我 们 已 经 过 论 过 , 在 纪 类 曲线 的 正常 点 处 ， 总 存在 
一 条 切线 , 它 是 最 贴近 曲线 的 直线 . 下 面 我 们 将 措 出 , 对 于 一 条 0 
类 宇和 癌 曲 线 而 言 ,过 曲线 上 一 点 有 无 数 多 个 切 平 面 , 其 中 有 一 个 最 
贴近 曲线 的 切 平 面 , 它 在 讨论 曲线 的 性 质 时 起 很 重要 的 作用 . 

定义 ”过 空间 曲线 上 卫 点 的 切线 和 请 点 的 邻近 一 点 昌 可 作 一 
平面 0, 当 电 点 沿 着 曲线 趋 于 也 时 ,平面 o 的 极限 位 置 * 称 为 曲线 
在 P 点 的 密切 平面 . 


现在 我 们 找 出 密切 平面 的 方 大 。 
给 出 0? 类 的 曲线 (CD): 
r=+(tt) 


图 1-18 . 
设 出线 (0) 上 的 了 和 人 点 分 别 对 应 参数 如 各 +At( 各 图 1-18). 
根据 泰勒 公式 有 
POrr(tor AD F(to) 
7 (At to) +8)At? 

其 中 ims= 了 人 

因为 向 量 4D 和 PD 都 在 平 而 o 上 , 所 以 它们 的 线性 组 合 

2 | 了 9- UAt |=r (#0) +8 
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也 在 平面 上. 

当量 点 六 着 曲线 趋 于 了 时 , At->0, 这 时 六 (不 动 , 但 2 小， 
这 个 线性 组 合 向 量 就 趋 于 Cio)， 所 以 平 国 0 的 极限 位 置 是 向 量 
Tt) 和 "(#0) 所 确定 的 平面 .也 就 是 说 ， 如 果 7" (机) 和 曲线 在 
斑点 的 切身 量 (#0) 不 平行 , 即 rAE07 Xxr (E00) 关 闻 ”这 两 个 铀 基 
以 太 呈 点 就 完全 确定 了 曲线 在 了 点 的 密切 半 面 ， 


图 1*19 
根据 以 上 的 讨论 , 曲线 (中 在 POU) 点 的 密切 平面 (如 图 1-19) 
的 方程 是 


(CR—r (to), Tr (io), r" (10))=0 
其 中 R(X, 了 ,2B) 表 示 卫 点 的 密切 平面 上 任意 一 点 的 向 径 ， 
上 式 也 可 用 行列 式 表示 为 
j 玉 一 wkto) Y—¥y(tio) Z—ztt0) 
| g(to) (#0) 2'tto) !=0 
[Gy yu) dn | 


“) 对 于 曲线 上 某 一 点 (一 fa 有 
rr =0 成 即 m (六 PC . 
则 这 点 称 为 曲线 上 的 欣 留 点 。 失 后 我 们 假定 曲线 上 所 讨论 的 点 为 非 必 留 点 , 即 假定 
下 式 即 rr ) 


| 


著 曲 线 ( 人 用 自然 参数 表示 
r=r(s) 
加 曲线 COC} 在 Pls8o) 点 的 密 著 平面 的 方程 是 
CR rs) ,Ts0), FC)) = 0 
或 即 
{280) Tyt(s0) 2Z—2(8n) 
| blso) ge0) isn |=0 
(B80) (80) C30) 
福音: 如 时 (中 荐 平面 曲线 , 那么 它 在 每 一 点 的 密切 平面 都 是 
曲线 (中 所 在 的 平面 。 反 过 来 , 如 果 一 条 曲线 的 密切 平面 固定 ， 则 
曲线 是 平面 曲线 , 国 为 这 个 固定 的 密切 平面 经 过 曲线 上 每 一 点 . 
例 ” 求 螺 线 == cost #8 二 sinf, z= 上 点 (1, 0 由 的 密 记 
平面 . . 
解 把 点 (1,0,0) 代 人 所 给 曲线 方程 得 1 二 0， 由 所 给 曲线 


r={cos#, sin#,#} 


可 以 求 出 
r= {— sint, cost,1} 
7" ={—eost, —sint, 0} 
把 #*=0 代 入 得 
: r00) ={1,0, 0 
rr 0) = {0, 1, 1} 
r" (0) ={—1,0,0} 
所 求 密切 平 而 的 方程 为 
RXR—l1 YY 2 
0 1 1| -0 
-1 0 量 
划 


一 了 十 下 = 一 0 
4.2 空间 曲线 的 基本 三 楼 形 
给 出 中 类 空间 曲线 (0) 和 C0) 上 一 点 P. 设 曲线 "CD 的 自然 参 
数 表 示 是 
入 一 六 (3) 
其 中 * 是 自然 参数 ， 则 由 8 3 得 知 
=27 
fs 
是 一 章 位 向 其 ，a 称 为 曲线 (0) 上 了 点 的 单位 切 启 量 , 
由 于 le| =1, 根据 $2 命题 6 可 以 得 到 
la 


瘟 二 于 


即 
1 
在 点 上 取 单 位 向 量 
8=161 一 壤 ] (1. 15) 
有 称 为 曲线 (CD) 上 互 点 的 主 法 向 量 . 
再 作 单 位 向 量 
Y=ax88 
7 称 汶 曲线 (0) 上 卫 点 的 表 法 向 
量 . 
我 们 把 两 隔 正 交 竟 单位 向量 
x，8，7 称 为 曲线 上 了 点 的 优 上 党 
内 (Frenet) 标 架 . 由 Y=ax 有 8 
知 估 钾 内 标 架 构成 帮手 系 ( 图 . 
1-20), 图 1-20 
因为 a= BW#， 所 以 切 向 量 和 主 革 向 量 所 确定 的 平面 就 是 
. - 41* 


划 线 (中 在 了 点 的 密切 平面 .又 因 
为 B 和 YY 都 垂直 干 切 向 量 w, 所 
以 8 和 站 所 销 定 的 平面 是 曲线 
上 点 的 法 平面 。 至 于 a 和 所 
确定 的 平面 则 称 为 曲线 (0) 上 
点 的 具 切 平面 (图 1-21)， 
它们 的 方程 分 别 为 ; 


密切 平面 


法 平面 


失 切 平面 


图 1-21 


(R—7, ,8B)=0 
(R—r, f,#) =0 
{R—r)}:&=0 
(Rr) :二 必 
{R—r).8=0 


(R—7) :7¥=0- 


单位 高 量 &，8，Y 也 称 为 曲线 的 基本 向 量 . 由 三 个 基本 向 贡 
和 密切 平 而 、 污 乎 面 .从 场 平面 所 构成 的 略 形 称 为 曲线 的 基本 三 校 
形 ( 如 图 3-33t)， 当 一 点 瑟 共 曲线 (0 移动 时 ， 这 个 三 楼 形 作 为 - 


个 刚体 来 运动 . 


对 于 曲线 (0) 的 一 般 尖 数 表示 


有 
中 42 + 


r=rtt) 


他 y= rxr 

| Ilr’'xr | 

Cr) Corr) 
|[r'||r xr” | 


B=Y XH= 


例 “ 求 螺旋 线 z= 二 cost, ysint zt 在 点 (1,0, 0 的 切线 
社 平面 , 副 法 线 ,、 密切 平面 、 主 守 线 及 检 奶 平面 的 方程 以 及 基本 向 


其 @&, 8,7Y. 
解 ” 由 所 给 曲线 
r= {cost, sinf, 1+) | 
先 计算 出 
r={— sint, cost, 1} 
ro—{—eost, — sint, 0 


由 螺旋 线 方程 x= costi，zy 一 sint，2 = 二 可 知 点 人 1， 0 的 对 应 参数 


一 0。 所 以 
(0 一 (00} 
7"'(0) = {0, 1, 1} 
rr” {0)={—1,0,0) 
由 此 得 出 , 在 (1 0, 0) 点 的 切线 方程 为 
Zl1_Y- 0_2-0 


0. 1 1 
即 
. 和 
fF—%=0 
法 平面 方程 为 
(EK) OF O01 CF—0) :1=0 
即 


P+2=0 
密切 平面 方程 为 


本 必 生 全 


即 


主 法 线 方程 为 


Y=2%=0 
从 切 平 面 的 太 程 为 
(XD:1+(F—0:0+(2—0).0=0 


让 一 1 二 0 
副 法 线 方程 为 
人 
一 1=0 
以 下 求 基本 向 量 a 6.7y 
eo=E7| {sint, cost, 1} | 
lr | | oT 1 
-tsiabeostD| 
=- 洒 人 11. 
8= gxa| 人 I (rr 


Ilr 

加 { 一 2 0， 0}— {0,0,0} 
vod 
={—1, 0,0} 


1 1 
_ rx 1 0 0 
Yor | 一 AAA 
_ 40, 一 1 i i 
、 J Tb) 


4.3 室 和 冶 曲 线 的 曲率 , 挠 尝 和 和 忧 呈 内 (Frenet) 公式 

我 们 首先 研究 空间 曲线 的 竹 举 的 概念 .在 不 同 的 曲线 或 者 同 
一 条 曲线 的 不 同 点 处 , 曲线 弯曲 的 程度 可 能 不 同 , 倪 如 半径 较 大 的 
贺 杰 曲 程 座 较 小 , 而 半径 较 小 的 入 弯曲 的 程度 较 大 (图 1-22); 又 
如 图 1-23 中 所 示 , 当 洛 着 曲线 从 堪 向 右 移 动 时 ， 曲 线 弯 昌 的 程度 
变 大 .为 了 准确 地 乾 划 曲线 的 弯曲 程度, 我 们 引进 曲率 的 概念 . 


和 负 1-22 图 1~23 . 

要 从 宜 观 的 基础 .上 引出 曲率 的 确切 的 定义 , 我 们 首先 注意 到 ， 
曲线 弯曲 的 程 讶 越 大, 则 从 点 到 点 变动 时 , 其 切 向 其 的 方向 改变 得 
越 快 ， 所 以 作为 曲线 在 已 知 一 有 曲线 段 PQ 的 平均 杰 曲 程度 可 取 为 
曲线 在 户 .9 间 切 向 县 关 于 线 长 的 平均 旋转 角 ， 

设 空间 中 名 类 曲线 (O) 的 方程 为 

r= 二 7(8) 

曲线 (0). 上 一 点 P, 其 自然 参数 为 *， 另 一 邻近 点 P,， 自 然 参数 为 
3 十 As， 在 已. 已 两 点 各 作曲 线 (OO 的 单位 切 向 最 ages) 和 Cs 十 


， 了 两 个 切 同 量 间 的 夹 角 是 Ap (图 1-24)， 也 就 是 把 点 PP, 的 所 
本 %fs 十 As) 平 移 到 点 刀 后 ,两 个 向 量 as) 和 fa 十 As) 的 夹 关 
为 Ap。 


Ap 
P wtatAe) 


图 1-24 | 
我 们 用 空间 曲线 在 点 处 的 切 向 量 对 弧 长 的 施 转速 度 来 定义 
曲线 在 点 己 的 曲率 . 
定义 ”空间 曲线 (0) 在 点 的 曲率 为 


Ap | 
ta) = im As ds 


其 中 As 为 点 及 其 邻近 点 PP 间 的 弧 长 ，Ay 为 曲线 在 点 请 和 P， 
的 切 催 量 的 豆角 . 

再 利用 2 命题 7 一 个 单位 变 向 量 rCt)( 即 |rCt)|=1) 的 微 
本 | 人 人 人 于 的 | .把 这 

结果 应 用 到 空间 曲线 (0) 的 切 向 量 w 上 去 , 则 有 

x(s)=1 引 | 加 | 
由 于 区 = 长 所 以 曲率 也 可 由 下 式 表 示 
k(s) 一 人 | 

由 上 述 空 间 曲线 的 蝴 率 的 定义 可 以 看 出 ， 它 的 几何 意义 是 二 
乒 的 转向 量 对 于 弧 长 的 旋转 速度 . 当 上 曲线 在 一 点 的 查 曲 程度 越 大 ， 
切 向 量 对 于 纺 长 的 旋转 速度 就 越 大 ， 因 此 曲率 刻 划 了 曲线 的 弯曲 
程度 . 

村 于 空间 曲线 , 塌 线 不 仅 变 曲 而 且 还 要 捏 转 (离开 密切 平面 )， 
和 可 厂 和 


所 以 研究 空间 曲线 只 有 曲率 的 凰 念 是 不 够 的 ， 还 要 有 肇 划 南 线 捏 
转 的 程度 的 量 一 捞 率 ， 当 曲线 担 转 时 ， 副 车 各 是 (或 密切 平面 ) 
”前 位 置 随 闭 改 变 { 如 图 1I-25)， 所 以 我 们 用 副 共 向 最 (或 密切 平面 ) 
的 转动 速度 来 刻 划 曲线 的 扭转 程 论 ( 在 一 点 离开 密切 平面 的 
程度 ). 


图 1-25 
现在 设 曲 线 (0) 上 一 点 忆 的 自然 参数 为 3, 另 一 邻近 点 五 的 
自然 参数 为 8s 十 As, 在 也,Pi 两 点 各 作曲 线 (Q) 的 副 法 向 量 Y(8) 
和 Y(s 十 As)。 地 两 个 副 法 向 量 的 炎 角 是 A¥{ 图 1-25). 
我 们 把 52 命题 ?应 用 到 空间 由 线 (0) 的 副 法 向 旦 YY 上去， 
得 淹 


友信 ， 
He {1, 16) 


此 式 的 玫 何 意 光 是 它 的 数值 为 曲线 的 副 尘 向 量 ( 或 密切 平 而 ) 对 于 
弧 长 的 旋转 速度 . 当 曲 线 在 一 点 的 扭转 程度 越 大 (高 开 所 讨论 点 的 
密切 手 面 的 程 座 越 天), 副 法 向 量 ( 或 密 蕊 平面) 对 于 纪 长 的 旋转 速 
度 就 越 大 .因此 , 我 们 可 以 用 它 素 埋 划 曲线 的 扭转 程度 

”根据 (1. 15) 和 曲率 的 定义 , 我们 有 


了 一 


se 学 7 * 


即 
d= Ea)8 {1, 47) 
对 Y=ax8 求 微 商 ,有 
y=(axB) =xB+oxB=E)Bx Biroxd=axg 
网 而 ”| 
YL 
将 国 为 y 是 单位 向 量 , 所 以 
. iY 
由 以 上 两 个 关系 可 以 推出 
FHB | (1.18) 
得 由 (1. 16), (1. 18) 有 
7= 土 | 辟 |# 
现在 我 们 给 出 朱 率 的 定义 如 下 : 
定义 ” 赐 线 (0) 在 卫 点 的 搁 率 为 
4 总 | 。 当 和 8 蜡 向 


-| 全 
Qs 


-=| 


当 凶 和 如同 向 


， 拨 率 的 绝对 值 是 曲线 的 副 法 向 量 (或 密切 平面 ) 对 于 强 长 的 旋转 


， 根据 找 率 的 定义 有 
- 一 一 r(s) 局 (1.19) 
员外 ,对 6 一 yx a 求 夫 商 ， 并 利 腹 人 .19 和 (1 17》， 可 以 推导 出 
B=(Y xa) =yYxatYyYxt 
=—t(8) Bxety xE(3)8 
=—k(le}atrrs)y 《1. 20) 
公式 (1. 17)，(1. 20)，(1. 19) 称 为 空间 曲线 的 伏 雷 内 (Frenet) 公 
® HF 


d=—E(s)8 
1 —E(ls}a-r(Cs)Yy (1, 21) 
Y=—r(s)8 


这 组 公式 是 空间 曲线 论 的 基本 公式 ， 它 的 特点 是 基本 向 量 &, 8,Y 
关于 强 长 s 的 微 商 可 以 用 wa、8、7 的 线性 组 合 来 表示 。 它 的 系数 


组 成 肥 称 的 方 阵 
0 ks) 0 
(0 0 rls) 
0 —r{(s) 0 


”以下 导出 曲率 和 拨 率 的 一 般 姑 数 表 示 式 ， 


给 出 0? 类 的 空间 有 曲线 (0); 
r=rCt) 
测 少 
:_dr ds_ .ds 
"da a 


mrds , te ts cla ds 
Tetra 一 Na + 弛 襄 = = 全) 十 7 
所 以 - 


1 tolls (8) {128 。 :() 
rxr -党 x|:( 十 他 "a =F xr a 


- | a 
[r= ?1% = Ir 


s. 49 所 


1 
出 此 得 到 更 率 的 一 般 参数 表示 式 
Er xr"i 
ad 


”再 由 优 需 内 公式 的 (1.19) 式 . 


两 边 点 乘 8 得 


Cr’ Xr'') 


再 把 


f= 
(2) ti 
32s O28 
7 一 了 2 + 3 
代 人 Cr', rr''') 中 得 
(rr r= () {r, F, FY 
5 


= |r' | Cr, FF) 

所 以 得 到 
二 

Cr xr)” 
这 是 一 般 参 数 表示 的 朱 率 计算 公 
式 ， : 

空间 曲线 (0) 在 一 点 的 密切 
加 (曲率 图 ) 是 过 滞 线 (O97. 上 一 点 / 图 1-26 


P(s) 的 主流 线 的 正 侧 取 线 眉 PC, 使 PC 的 长 为 二 以 C 为 圆心 , 以 


rT 


二 为 半径 在 密切 平面 上 确定 一 个 加 ,这 个 因 称 为 曲线 (0) 在 P(s) 
点 的 密切 圈 ( 曲 率 回 ), 曲率 网 的 中 心 称 为 曲率 中 心 , 曲率 贺 的 半径 . 
称 为 曲率 半径 . - . 
例 求 园 柱 蛇 线 ?={acos0,asin0,50 (一 < 之 +c0) 
的 娄 率 和 挤 率 . 
解 ” 由 圆柱 螺 线 方程 


tT {ocost, qsind, BO 


先 计算 
人 一 一 在 Si 有 acosd, pb} 
?={—4c0s0, —6oind, 0} 
. 信人 一 {oping, ~—aocosd, 0d) 
出 有 ， 
Ir' 二 本 二 下 
xr'—i—gsin weos8 pb |= {obsing, —gboosd, qa:} 


-全 Cos 人 —osing #0 


[7 一 看 4 


代 和 曲率 和 挤 率 的 公式 得 


有 Irxr’| avatb a | 
rao) ab? 
加 (Cr, 人 六 人 ba: 


. 由 以 上 可 以 看 出 , 圆柱 螺 线 的 曲率 和 搅 率 都 是 常数 。 
例 证 明 地 率 恒 等 于 零 的 曲线 是 直线 ， 
证 明 ”已 知 天 = [ 闻 | 三 0, 因而 

?=0 

由 此 得 到 二 《党 向 量 ) 

再 积分 即 得 r=astb 

其 中 妃 也 是 常 向 量 . 这 是 一 条 直线 的 参数 方程 

”例证 明 挠 率 恒 等 于 淮 的 曲线 是 平面 曲线 . 
证 明 若 +=0, 则 Y 是 固定 向 基 , 但 是 我 们 已 知 


:y= 人 0 
因而 有 
一 站 
积分 后 得 
YY 一 人 (常数 ) 


所 以 曲线 在 一 个 平 臣 上, 即 上 曲 线 是 平 画 曲线 . 
读者 试 证 上 例 的 逆 命 题 “平面 曲线 的 挡 素 得 等 于 零 "。 
我 们 称 挠 率 不 恒 为 0 的 曲线 为 措 申 线 . 
4.4 空间 曲线 在 一 点 邻近 的 结构 
我 们 在 这 里 研究 空间 曲线 在 某 一 个 正常 点 的 邻近 的 形状 . 
在 如 类 曲线 ?=7(s) 上 取 一 点 7(80)， 为 了 研究 点 F(a0) 邻 
近 的 形状 , 在 它 邻 近 再 取 一 点 ?C50 十 A8) (图 1-27)， 利 用 泰勒 公 
式 有 
i | 


(aot Aa) —r(so) 7 


i(e) Astdz(ed (AD) 3 
+ (FC0) +e) (As)® wast As) ro) 
其 中 lime =0. 
出 于 0 图 1-27 
=a 
r=k8 


F=EB+EB— B+k(— atry)— —kbigt+ B+ Ery 
所 以 
和 (30 十 各 3) 一 下 [30 
二 qoAs 十 去 boBo(As) ?十 诗 ( 一 下 oo 十 加 8 十 和 royo 十 6 (Aa) 


其 中 上 一 ElGo 十 sa 有 十 sy 而 00,B0,Yo、Ko、 To 等 表示 在 点 7(80) 
的 值 . 
由 上 式 可 得 


(so 十 As) 一 r(so) 一 | As + 二 (一 克 十 21) (As)? ja 
二 | 于 和 (es) 十 下 ( 各 二 a (8s)* Bot 二 (aro es) |(Ae)’y。 
如果 在 wo Bo, Yo 的 每 一 个 分 量 中 只 取 第 一 项 则 有 
(ss 十 As) —r(s)=Asaot htAs) Bo + Hira(As)’yo 


现在 取 [s (so)3ao B60, yo 为 新 储 标 系 , 并 取 TT(s0o) 为 计算 强 长 

的 始点 , 则 有 586 二 0, A 二 s， 如 果 519,56 为 曲线 上 点 f(s80) 的 邻近 
点 的 新 坐标 , 则 有 

由 权重 向 


3 (1. 2%) 


它 可 以 看 作 在 7 (so) 点 邻近 ， 划 线 r 一 rts) 的 近似 方 驾 ， 由 时 和 盐 
出 ， 上 曲线 在 基点 的 曲率 和 撕 率 完全 决定 了 曲线 在 读 虑 邻近 的 近似 
形状 . 四 

下 面 我 们 通过 茧 线 (1. 22) 在 基本 三 楼 形 的 三 个 平面 上 的 投影 
来 观察 曲线 在 一 点 邻近 的 形状 . | 

近似 曲线 在 法 平面 上 0 上 的 投影 是 

(一 0 ， 一 号 Be 一 证 bare 

消去 参数 s 后 有 . Ye 

(0) gin 


它 是 半 立 方 气 物 线 (图 1-28)。 


曲线 在 从 切 平面 9=0 上 的 投影 是 。 ” ,” 太 
{7=0), 和 一 8， €=Bhoros” pg 


消 甘 参数 s 后 , 有 图 1-28 
(90), Choroé 


图 1-29 


它 是 立方 着物 线 (图 1-29)， 
曲线 在 密切 平面 =0 上 的 投影 是 
(C=0)， 9 一 到 外 
它 是 抛物 线 (图 1-30). 
通过 画 出 以 上 三 个 投影 的 立体 图 
形 就 可 以 看 出 空间 曲线 在 一 点 邻近 的 
近似 形状 (图 1-31)， 


图 1- 红 
从 以 上 分 析 可 以 看 出 : 
1” 曲线 穿 过 法 平面 和 密切 平面 , 但 不 穿 过 从 其 平面 . 
2” 主 法 向 量 有 总 是 指向 曲线 有 四 人 的 方向 , 这 十 主 法 向 量 正 
向 的 几何 音义， 
3” 找 率 的 符号 对 曲线 的 影响 如 下 : 


Th tT: < 


rs eT 


《 见 图 1-31 去 ?曲线 册 下 碍 上 成 志 旋 曲线 .! 见 图 1-31 右 ) 曲 线 由 上 往 下 成 丰 训 曲 接 ， 
本 5 和 


4.5 ”空间 曲线 论 的 基本 定理 

曲线 的 每 -点 都 有 确定 的 曲率 和 找 率 ， 如 果 以 弧 长 为 参 艇 , 则 
有 =k(s), r= 二 +(8)， 这 两 个 关系 式 只 与 曲线 本 身 有 关 ， 而 与 曲 
线 的 刚体 运动 及 空间 坐标 变换 无 关 ， 我 们 把 =Z(s), rr(ts) 称 
为 空间 曲线 的 自 热 方程 ， 

在 上 一 小 节 里 已 经 说 明了 空间 曲线 的 形状 局 部 地 大 体 上 由 由 
线 的 曲率 和 近 率 所 确定 ， 下 面 我 们 将 证 明 ， 上 曲线 的 自然 方程 局 部 
土 渤 全 确定 了 曲线 . 

空间 曲线 论 的 基本 定理 ”给 出 用 区 间 [se，s 由 上 的 两 个 连续 
函数 ps)>>0.%(s), 则 除了 空间 的 位 置 差 别 外 ， 唯 一 地 存在 -- 条 
空间 曲线 , 使 得 参数 * 是 曲 色 的 自然 参数 , 并 且 p(s) 和 内 (8) 分 别 
为 曲线 的 曲率 和 挠 率 , 即 曲 线 的 自然 方程 为 8 二 p(8), r= 二 (5) 

为 了 确定 曲线 的 位 置 ， 设 a= s 时 ， 曲 线 对 应 空间 Po 点 ( 邯 
YC80) 一 ?0) ,并 且 在 读 虑 的 基本 向 量 为 给 定 的 两 两 正 交 的 右手 系 的 
单位 向 量 oo、 Bo、 ye- 

证 明 D 以 g(8) 和 (9) 为 系数 建立 一 个 微分 方程 组 


(1. 23) 


根据 微分 方程 组 解 的 存在 定理 , 此 方程 组 对 于 初始 条 件 * 一 各 
时 一 wo, 8 二 Bo, 二 Yo 有 唯一 组 解 : 
r=r(8), ga=o{8), B=B8(8), r=Y(a) 
这 是 以 为 端点 的 曲线 。 | 


划 和 盏 


ii》 再 作 微分 方程 组 


C3 
Qs 


Ema) 29(3) Ba 
C88)=—2p(s) Bat2y(s) BY 


(yy7) 一 一 20(s)y.R . 


d (88) =p(s) BB- (a) aat p(s) ya 


8 


(1. 24) 


全 (8-y) =B{s) yy — p(s) y— Pts) BB | 
0 =).8 $80 
由 已 知 条 件 1) gp (a7, 六 (5) 在 [ao0w$1] 连 续 . 
2) 8= 二 86 村 ' 必 、 Go、? 是 两 两 正 交 的 帮手 萧 的 单位 向 
基 , 即 
oto=1, Bo Bo=l, yoyo 一 1 


mo Bo=0 8 一 0，T7ocs 一 0 
~ 二 可 省 二 


SoxBoyo=tl 
根据 微分 方程 组 解 的 存在 定理 , 存在 唯一 的 一 组 解 ， 但 是 当 
oo=1, 8B.8=1,Y:7=1 
&.B=0, B:¥=0, Y:«—0 
时 方程 组 (1. 2 光谱 满足 , 所 以 它 是 以. 24) 的 一 组 解 ， 
由 上 述 (. 25) 可知 .8、Y 基 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 于 是 有 
‘a, 8,7) = 土 1 
但 是 混合 积 (q, 8,7) 是 s 的 连续 函数 , 由 于 当 * 一 so 时 它 等 于 十 1 
所 以 对 于 所 有 的 * 都 汐 十 1, 到 @,8,7 成 右手 系 . 
由 此 得 出 &, 8,Y 是 两 两 正 交 的 构成 右手 系 的 单位 向 量 . 
i 和 由 于 已 得 出 a(s)， 把 届 . 23) 中 的 第 一 个 式 子 两 端 积 分 ， 
利用 初始 条 件 r(so) =T, 即 得 曲线 的 方程 


(1. 25) 


7 一 ro 二 ols)ds | (1. 26) 
iv 因为 1 二 8(8) | 一 二 所 以 强 长 
一 人 lz1as=| ds—s— so 


即 o 一 ss0， 若 取 so 一 0, 则 得 一 8， 这 就 是 说 s 为 曲线 的 自 然 
套数 . 


Y) 由 安 a 可知 a(s) 为 曲线 的 切 向 量 ， 再 由 4 一 16| 一 jg 
(9)81=9(s)， 可 得 p(s) 为 昭 线 的 曲率 由 (1. 23) 中 的 第 
二 式 可 知 8(s) 是 所 求 曲线 的 主 法 向 量 , 再 根据 认 ,Y(s) 是 


项 线 的 副 法 向 量 ， 所 以 aa) ,Be)，7(s) 是 曲线 的 基本 向 量 。 
Yi) 曲线 的 后 率 为 


FD pRB, p(B rp(s)8) 
Ek? 一 有 


。58 。 


~ SVE PEt set el)) 
—P 0 (&, 8, 7 


ye) 
由 以 上 土 可 岗 , 由衣 程 (1 26) 所 确定 的 曲线 是 以 3 鸭 自 然 参 教 , 史 (5) 
为 曲率 , 节 (4) 为 搁 率 的 曲线 . . 
Yi) 根据 i 和 过 可 外 3 一 se 有 时 7 一 Tp: 而且 世 本 向 遇 是 i， 
-0. Yo, 对 于 不 后 的 初始 条 件 ， 所 得 曲线 仅 位 置 不 同 , 但 是 经 过 一 个 
运动 它们 就 完全 重合 . 
根据 土 述 定理 , 曲线 除了 在 空间 中 的 位 置 外 ， 由 它 的 自然 方 各 
k= k(ts), Tr{8) 
- 难 一 地 确定 。 
习 ,是 1 
， 来 罗 村 电线 wtccet, Fins, 2= 34 在 尾 六 点 的 密切 竹材 的 
.方程 . 
”2 来 觅 绕 Z 二 fsint,y 一 一 toost, 5 一 Her 在 原点 的 密切 平面 ， 法 平面 ,从 切 
平面 ,切线 , 主 法 线 , 副 法 线 方 程 ， 
3 ”证明 需 福 蝶 线 2 一 qeos ft，# 一 asint。，2 一 让 的 主 法 线 和 # 勒 重 直 
相交 ， 
4 在 明 弘 x 二 eosaeosf,#=t08 wsint,g 一 #8ina 的 副 法 线 的 正 向 取 音 
位 长 , 求 花 端 虎 组 成 胸 新 曲线 移 岂 切 平面 . 
.上 来 以 下 贞 线 的 于 事 和 斤 率 : 
1) r= {acosht, sainht, at} 
2) r= a31—4), 30t% a(3t TD (a>0) 
6， 此 线 + 一 {e054 jinat, cas2 壬 ， 求 : 1) 基本 向 晤 .BE.y, 2) 曲率 和 
指 率 , 3) 验证 伏 雷 内 公式 . 
7? 证明 吉 果 归 线 指 所 有 切线 都 经 过 一 仿 富 点 , 则 此 曲线 基站 线 . 
入 证明: 各 许昌 线 蜀 所 有 密切 平面 都 经 过 一 个 定点 ， 则 此 曲线 是 年 面 
# 59 * 


-曲线 . 

9 证 明 曲 线 w= 十 中 十 2 1 一 2 一 2 十 5 5 一 一 幸 为 平 而 曲线， 并 
求 出 它 所 在 的 平面 方程 ， 

10 设 在 两 条 曲线 厂 ， 三 的 点 之 问 建立 了 一 一 对 应 关系 , 使 它们 在 对 应 
点 的 接线 平行 ， 证 明 它 们 在 对 应 点 的 主 法 线 以 及 副 洪 贱 也 分 别 平行 . 


11 其 线 -fot sint), d(¥— eost), Aacos 下 的 如 于 站 色 
最 大 ? 

12 已 知 曲 线 ()EC3 > 一 r( 上 一 点 rs 的 吉 十 一 吉 (ai 十 As， 求 
r(eo 十 As) 点 到 (en) 点 的 密切 平 淋 、 法 平面 从 加 平面 的 距离 ( 设 "(sD 点 的 
击 订 , 搞 率 分 别 为 所 ,rs)， 


5 特殊 曲线 


8 1 平面 曲线 

平面 曲线 的 理论 是 空间 曲线 理论 的 特殊 情况 . 根据 §: 3 曲线 
前 概念 , 我 们 知道 平面 曲线 是 开 的 直线 段 到 平面 内 的 一 一 的 , 双方 
连续 的 ， 在 上 虹 射 的 人 象 。 在 直线 稻 上 引 人 人 毕 标 帮 tw 过 1<8), 在 平 
面 上 引入 笛 卡 儿 直 角 华 标 (z, 妇 ， 则 平面 曲线 的 参数 表示 (方程) 是 


2 0 (a<t 6b) 
或 
闻 一 六 人 (G< < 
由 8 3 3 的 命题 平 曾 曲线 在 正常 点 的 充分 小 的 邻 域 里 可 由 
y= 了 f(z) 或 z=g 扑 (1. 27) 
表示 . 
在 解析 几何 学 里 ， 我 们 也 曾 学 到 平面 曲线 的 鸣 式 方程 出 
F(x, =0 
表示 ， 


虫 隐 函 数 的 存在 定理 推出 , 如 果 在 曲线 上 的 点 (wo、90) 满 足 条 


s 5 下 


性 
Ftro yo) 0 或 下 (cogo 天 0 
由 在 这 点 的 一 邻 域 内 , 曲线 可 由 方程 (1 27) 中 的 一 种 来 表示 . 
如 果 选 取 上 自然 参数 #, 即 
= [ro Ia-{ VE dt 
则 平面 曲线 的 方程 为 
| 0 
y=y(8) 


r=r(s) 
(1) 平 首 曲 线 的 伏 雷 内 标 架 
给 出 0* 类 的 平 醒 曲线 (C): 
全 一 六 人) 
我 们 在 8 3 已 经 知道 ， 过 曲线 上 的 每 一 点 (正常 点 ) 都 有 切身 量 
六 (的 ， 如 果 我 们 选取 自然 参数 s, 则 (3) = 学 天 示 曲线 了 一 7(8) 


的 章 位 切 商量， 即 


a- 区 
由 于 是 单位 一向 量 , 即 其 | =1, 根据 $ 2 的 命题 有 
la | 
也 就 是 有 a 
Fr 


这 就 是 说 向 量 &( 虹 向量 让 是 申 线 的 法 线 上 的 一 个 向 量 ， 我 们 再 在 
应 十 取 单 位 向 量 : 


B= .8) 


时 1» 


则 向 量 8 称 为 平面 曲线 的 法 向 量 ， 这 样 ， 过 平面 曲线 上 的 每 一 个 ; 


给 定点 瑟 , 都 有 切 癌 是 拉 和 车 向 量 有 (图 1-32)， 
a 和 8 这 两 个 正 交 的 单位 向量 称 为 平面 映 线 在 \\ | / 
了 点 的 伏 雷 内 标 染 ，a 和 有 也 称 为 平面 曲线 的 F 全 
基本 向 量 . .图 1-32 

在 这 里 需要 注意 的 是 平面 曲线 的 基本 向 量 的 广 向 ,在 3 里 
我 们 已 经 说 明 切 向 量 & 的 正 向 与 曲线 的 参数 的 增值 方向 是 一 至 
的 . 诗 和 癌 量 8 的 方向 则 由 忒 . 28) 式 可 以 看 出 与 各 的 方向 相同 ,而 
疝 量 & 是 自 下 式 确定 

a | SC 十 和 2) —o(s) 
3 


“一 


因而 不 论 乎 面 曲线 在 一点 处 是 属于 图 1-23 中 的 那 种 铺 形 , 向 量 & 
总 是 指向 曲线 凹 人 的 一 方 ， 且 垂直 于 &。、 由 此 得 知 法 向 量 8 也 总 
是 指 总 曲线 叫 人 的 一 方 , 旦 垂直 于 a. 


us}y Pp ， 
eatstAs} 


全 
8 
{stAsy 


图 1-33 (a) 


这 样 ,平面 曲线 的 伏 雷 内 标 架 有 两 种 情况 , 一 种 是 从 “到 8 的 
角 为 十 本， 另 一 种 是 一 地 (图 1-30， 


了 


工 
2 


图 1-3¢ 
2》 平面 曲线 的 曲率 、 曲率 半径 ,曲率 中 心 及 曲率 四 
设 C0 类 药 平 面 是 线 (O): 
#2 


r= 二 ?C8) 
曲线 (CD 上 一 点 己 的 自然 参数 为 s, 另 一 点 日 的 自然 参数 为 a 十 As 
{假定 As 放 中， 在 P、 昌 B 两 点 各 作曲 线 (0) 的 单位 切 向 量 如 (2) 和 
(8 十 A8), 这 两 个 切 向 量 闻 的 夹 角 是 Ap( 也 就 是 如 图 1-35 把 点 日 


图 i-35 


的 切 向 量 a(s 十 As) 平 移 到 点 了 后 ， 两 个 向 量 a(s) 和 a(s 十 As) 的 


夹 角 ), 则 估 叫 做 曲线 琶 PO 关 于 责 长 s 的 平均 曲率 ' 由 此 引出 平 
面 击 线 在 点 书 的 区 率 的 概念 : 当 虚 @ 治 着 出 线 趋 近 子 点 P( 即 
As 一 0) 时 ,着 曲 线 线 了 的 平均 其 率 短 有 极限 ， 就 于 此 要 了 腿 什 为 


平面 灿 线 在 点 忆 的 曲率 - 我 们 各 平 本 的 本 时 记 体 则 有 
Ag 人 p 


| lim As .| 

它 刻 划 了 曲线 在 一 点 处 的 弯曲 程度 ， 由 以 上 看 出 这 个 弯曲 程度 是 
用 平面 曲线 的 切 向 量 关 于 弧 长 的 旅 转速 度 来 刻 划 的 ， 当 昌 线 在 一 
点 处 的 弯曲 程度 越 大 , 切 亢 是 的 旋转 速度 就 越 大 ， 
需要 说 明 的 是 上 式 所 表示 的 平 而 曲线 的 曲率 .的 什 是 可 正本 
负 的 . 这 是 因为 我 们 所 取 的 Ap 为 有 癌 角 , 当 o (83) 到 er(s 十 As) 为首 
时 针 时 Ap 为 正 , 反之 Ap 为 负 , * 所 以 对 于 平面 曲线 的 曲率 ,在 
曲线 向 左 转 的 地 方 有 有: 汪 0( 和 如 图 1-36( 吧 ); 在 曲线 向 右 转 的 地 方 

和 昧 军 申 


《ay》 图 1-35 {b) 

有 过 0( 知 疼 1-3605))。 国 而 也 把 加 称 为 平面 曲线 的 相对 曲率 . 
如 果 平 面 曲线 上 一 点 卫 的 曲率 上 .= 二 0。 则 这 种 点 称 为 带 留 点 

《如 图 1-37). 


< 


曾 : 1-37 - : 图 1-38 


下 面 我 们 举例 说 明 求 平面 上 出线 的 曲率 的 最 简单 便 子 ， 

给 出 以 4 为 圆心 , 5 为 半径 的 项 ( 图 I-38),P、@ 为 图 上 两 点 ， 
它们 之 间 的 图 红 长 为 As, 在 虑 卫 与 4 的 切 向 量 垂 直 于 半径 4P 与 
AQ， 因 此 ， .半径 4P 与 4G 之 间 药 夹 角 Ap 和 在 PP 与 8 处 的 切 向 
量 之 间 的 夹 角 相等 ， 圆 心 角 Age 所 对 的 线 PH 的 长 度 As 一 a.Ag， 
于 是 有 . 

和 -+ 


上 式 右边 与 。 及 As 索 关 , 即 与 点 也:Q 的 选取 无 关 ， 词 而 必 为 比值 
极限 的 辐 诡 的 曲率 ， 在 网 名 上 的 各 个 点 都 相等 ， 并 等 于 四 


b= 
个 


的 


64。 


区 杂书 点 到 外 点 技师 时 针 方向 
给 出 (图 1-39)， 则 得 到 贺 的 曲率 为 


荐 我 们 只 考虑 平面 曲线 的 弯曲 大 
外 而 不 考虑 曲线 回转 的 方 向 时 ， 可 以 
取 相对 曲率 的 绝对 值 ， 以 措 我 们 用 表示 |kr1, 则 有 

kz 一 | 名 


在 8 2 命题 7 中 我 们 普 独 出 : “一 个 章 位 变 间 量 r()( 即 1r(] 
一 1 的 微 商 的 模 为 1r' (的 1， 它 的 几何 意义 是 了 (好 对 于 上 的 族 转 


速度 | 2 |"*， 现 在 我 们 把 这 个 结果 应 用 列 平 而 曲线 的 切 向 量 
-ats) 上 去 , 则 有 | 
， 本 和 
Ho1=| 吧 | 
加 。 
k= bl Gl= | 3 
由 于 ” 国人 | 
人 
所 以 平面 曲线 的 曲率 的 绝对 全 也 可 由 下 式 表 示 
t=|kl=li} 0.29) 
以 下 导出 计算 平 曾 曲 线 的 曲率 公式 .。 
由 平 淹 曲 线 的 曲率 的 定义 可 以 得 到 
dp i 
pp dt gg 
如 = ds 8 (1. 30) 
EE 


.+ 


共 中 


sR VDT 
现在 只 须 求 出 w', 因为 
加 
so 
"fr op or 
史 一 are ‘sy 
所 以 有 


加 可 ee 2 
i 了 WT 六 pi 


把 s' 及 91' 的 什 代 入. 30) 中 ， 风 得 由 一 般 参数 方程 给 出 的 平面 
曲线 :z 一 殿 引 8 一 红 丰 的 曲率 公 臣 


k= wg" wy 上 


如 果 虽 线 由 方 既 3 一 fx 7) 给 出 ， 邑 上 武 中 令 和 一 m 则 平面 曲线 
的 临 率 公式 为 


”如 果 用 自然 参数 时 ， 平 丙 出线 抱 方 程 为 : 
人 一 7(#)= wl) etyCe) es. 
则 曲线 的 切 向 量 为 
. =e ye 
设 p 是 区 线 的 切 向 量 和 加 的 类 角 ( 图 1-85), 则 有 
* is 


Cope singes 


因而 有 
= co Pp, Y= sing 
于 是 
j=—singp de.= 一 2 . 
《1, 31) 
Yc0s pp oh 
ds 了 
或 
一 
了 时 字 


也 于 名 乡 中 至 少 有 一 个 不 为 堆 ， 这 两 式 军 少 有 一 个 可 用 ， 用 - 一 多 与 
包 依 次 过 (1，31) 中 两 式 后 相 加 , 则 因 始 十 洋 一 1 得 
| 有 一 入 .32) 
这 是 自然 参数 给 出 的 平面 曲线 的 曲率 公式 . 

例 求 椭 回 + 一 (cos 区 si 全 (o>b>0) 在 点 (9,0) 及 点 (0， 
驴 处 的 崭 府 {图 1-40). ' i 


. 图 1- 旭 
解 r= (acosi ,5sinz} 
r={—0sint, beoat} 


T={—0coat, beind} 


代入 平面 曲 纺 的 曲率 公式 得 


一 ins 
ER 


则 ob 
{a in bicos7#t) i 
在 点 {a, 们 , 即 对 应 于 +t 二 0 时 ,有 


te=o 一 让 


在 点 (0,8)， 即 对 应 于 一 子 时 ， 有 


.:， 例 求 抛物 线 9=z?( 图 1-41) 
上 任 一 点 处 的 曲率 . 


Fo 2 
r HE 二 


由 土 例 的 结果 可 以 看 出 , 在 原点 处 ,8 一 天 的 曲率 到 最 大 ， 随 着 曲 
线 8y 一 人 自 康 点 处 逐渐 上 升 , 入 的 分 母 [1 上 42] 逐渐 增 大 , 因而 
曲率 也 就 逐渐 减 小 . 

.在 一 些 问 题 的 研究 中 , 我 们 把 平面 曲线 (0) 上 所 考 卉 的 了 点 
邻近 用 这 样 的 贺 来 代 埠 ， 这 个 辆 与 曲线 (CO 在 己 虚 有 相同 前 曲率 ， 
并 且 在 卫 点 与 曲线 (中 相 切 , 而 县 它 和 曲线 朝 同一 侧 弯曲 ， 这 种 圆 
称 为 曲线 (C) 在 卫 点 的 曲率 锐 ， 它 的 中 心 称 为 曲率 中 心 。 昌 率 图 
的 羊 径 称 为 曲率 半径 (图 1-42). : 

本 


由 于 曲线 (0) 在 P 点 的 曲率 
加 与 曲线 (C) 相 切 , 因而 它们 在 P 
点 有 公共 的 切 向 量 与 法 向 量 . 显 
然 册 率 中 心 在 点 的 法 线 土 图 
1-42). . 

如 果 平 面 曲线 在 给 定点 了 的 图 1-42 
曲率 用 及 表示 , 则 曲线 在 了 点 的 曲率 半径 五 为 曲线 在 该 点 曲率 的 
绝对 值 的 倒数 , 即 


1 
| 和 | 


(3) “平面 曲线 的 快 寺 内 公式 

在 前 面 载 们 已 介绍 过 平面 阵线 上 的 每 一 点 处 都 有 由 切 向 量 a 
和 法 向 量 8 所 构成 的 伏 雷 内 标 架 ， 当 研究 平面 曲线 在 任 一 点 了 的 
分 域 里 的 性 质 时 , 我 们 可 以 选取 书 为 原点 , 过 已 点 的 切线 和 法 线 为 
坐 榨 轴 ， 举 标 轴 的 方向 取 a 和 局 的 方向 的 坐标 系 。 这 样 的 坐 株 系 
对 于 今后 研究 平面 曲线 有 很 大 的 方便 ， 在 这 时 候 ， 切 向 量 & 和 法 
向 量 8 成 为 此 坐标 系 的 基 向 量 ( 图 1-43). 


由 于 靶 向 量 8 为 
Bp— (1. 33) ~ / 


1al 
其 中 . 1 四 +-43 
je| 一 拉 | = | 入 | 一 天 


也 二 


所 以 由 (1. 33) 得 ， . 
, &=kB8 《1. 34) 
我 们 再 讨论 法 向 量 8 的 向 商户， . 
由 于 散 向 量 & 和 法 向 量 8 是 正 交 的 , 因此 有 
&:B=0 
® G9 * 


对 世 长 3 微分 这 个 等 式 , 我 们 得 到 


6 有 Te- 语 =0 
利用 人 11. 34) 的 结果 , 则 有 1 
g 且 = 一 6.8 一 26.B= 一 天 (1. 35) 
又 由 干 法 向 量 8 是 单位 向 量 ， 根 据 $2 的 命题 可 知 
: BLB 
因为 
als 
于 是 有 
Bie 
有 即 
| B=ba (1, 36) 
其 中 5 为 数量 因子 ， 上 式 两 边 点 乘 & 得 
罗 a b=b 《137) 
比较 倍 . 35) 与 全- 3 罗 得 
p=— 
因此 (人 1, 36) 为 
B=— ke (1.38) . 
公式 (1,3 匡 和 (1. 38) 称 为 平面 曲线 的 伏 雷 内 公式 , 邯 
yd (1. 39) 
B= 一 加 


这 是 平面 目 线 论 的 基本 公式 ， 它 的 基本 特点 就 是 平 而 典 找 的 基本 
向 量 @,8 关于 滨 长 的 微 商 可 由 此 本 向 量 表示 ， 共 系数 完全 可 由 
其 率 所 确定 . 

在 这 于 我 们 需要 进一步 讨论 的 是 : 册 于 平 贡 曲线 的 法 向 是 8 
总 是 指向 盟 线 的 四 伍 。， 因 此 和 如 图 1-44 中 平面 蝎 线 (0) 上 的 户 点 
和 隔 着 过 留 点 Po 的 Pi 点 , 当 严 vPs 从 曲线 上 不 同方 向 趋 于 已 时 ， 


¢ FO0.* 


埋 :4 
法 向 量 的 极限 有 不 同 的 方向 ， 这 样 ， 法 向 量 国 数 8 在 逗留 点 是 不 
连续 的 .为 了 避免 这 种 不 连续 性 , 在 曲线 (CO) 的 平面 上 ， 取 法 线 上 


的 单位 向 量 m, 使 切 向 是 “到 皇 的 角 是 十 村 (图 1-44)， 而 以 nm 代 
替 8, 显然 芋 是 连续 的 , 而 且 
天 二 十 太 
上 起 符号 的 取 法 为 :在 曲线 向 左 转 的 地 方 取 正 号 ;在 曲线 向 右 转 的 
地 方 取 负 号 . 
由 于 平面 曲线 的 曲率 的 符号 的 取 法 与 上 述 规定 相 一 致 , 因 
此 把 上 式 代 人 到 (1. 39) 中, 则 平面 曲线 论 的 基本 公式 也 可 以 写成 : 
: fo” 


1. 40 
责 《1 40) 


《4) 平面 盟 线 在 一 点 分 近 的 结构 

我 们 在 这 里 研究 平面 曲线 在 正常 
点 邻近 的 形状 . 

在 Cs* 类 平面 曲线 了 一 r(e) 上 到 
一 虚 了 (so), 为 了 研究 r(so) 点 的 邻近 
的 形状 ， 我 们 在 它 的 邻近 再 到 一 点 
tso 十 As) 图 1-45)， 利 用 泰勒 公式 
则 有 加 1-46 


ri- Ar) 一 rls0) 一 ?As+ 工 #(A) tte) A) 
其 中 lime—0. 
根据 恢 雷 内 公式 (1. 397 有 
=0 
= kB 
了 一 5 二 1 一 1 二 区 一 1 一 六 一 zi 
所 以 | 
r{sot As)—r (so) =aAs+ 方 kB(As)? +(iB vets)Ae 
C1, 41) 
其 中 5 二 eG 十 e228， 整 理 (1, 41) 得 | 


Tao As)—r(s) 一 | As 二 于 {十 a1) (Ao | 
十 | 才 #As)?++ 寺 (8+ 23) (As)? le 


现在 取 7keo 点 为 直角 坐标 系 的 原点 ， 以 该 点 的 切 向 量 和 
法 向 量 8 为 坐标 系 的 基 向 量 ， 营 34,8 为 曲线 上 rts0 了 A8) 点 的 新 
上 坐标 ， 则 在 fr(aso 点 邻近 ， 曲线 的 近似 方程 : 


x—As— F(As)’ : 
y= 人 (As) :+ EAs)? 
当 4x0 时 , 平面 曲线 在 一 点 邻近 的 近似 方程 为 : 
” 他 一 As 
(y= (As)s 
2 


即 
时 F224 


天 


~ 


2 
它 是 抛物 线 ( 图 1-46)， 当 =0, 有 0 时 ,平面 曲 拒 在 一 点 邻近 的 
近似 方程 为 : 


XAs 
Bric 
即 
.lis 
y= 


它 是 三 次 抛物 线 (图 1-47). 

以 上 结果 说 明了 平面 曲线 在 
一 点 邻近 的 形状 近似 好转 它 的 曲 
素 所 确定 ， 图 1-47 

(5) ”平面 曲线 的 浙 缩 线 和 渐 仲 线 

我 们 已 经 知道 ， 平 面 曲线 (CO) 在 了 点 的 曲率 中 心 在 曲线 的 害 
线 上 ,与 曲线 的 距离 符 于 有 曲率 半径 ， 现 在 提出 这 样 一 个 问题 : 当 卫 
点 在 曲线 (0) 上 变动 时 , 它 的 曲率 中 心 如 何 变化 ? 

我 们 把 平面 曲线 (0) 的 曲率 中 心 
的 轨迹 称 为 平面 曲线 (0)' 的 渐 缩 线 ， 
记 为 (0*)， 设 f=r(s) 是 平面 曲线 
(0) 的 自然 参数 表示 ， 浙 缩 线 的 作法 
是 对 应 于 曲线 (0) 的 每 一 个 点 P(s) 
作 汗 向 量 8(3), 在 这 法 向 量 上 量 一 长 
座 竺 于 天 线 (0) 在 P(s) 点 的 曲率 半径 
Bts)， 则 端点 44 就 是 对 应 于 P(3) 点 
的 曲率 中 心 , 也 就 是 渐 缩 线 (0*) 上 的 6 图 1-48 
对 应 点 。 设 和 半点 的 向 径 分 别 为 + 和 T+ (图 1-48)， 则 新 缩 线 

i 下 


(C0*) 的 方程 是 


_ 1 
六 一 站 十 如 人 8) 有 BY 十 [ET 
根据 平面 曲线 的 伏 雷 内 公式 有 : 
= | (8) 8 BesyS 
所 以 上 还 渐 缩 线 {C9) 的 方程 又 能 写成 
于 二 el 1 。 
r= [RR(8) T= FE 
即 
ws) 十 [R(s)] 叶 =z(8) 十 一 六 
| Ex (8)] ¢1. 42) 
y=y(s) + LRCs)] Ye) trey i 
对 于 赐 线 (C) 的 一 般 参数 表示 
r=7(t), y=y(t) 
外 也 
(ri + y'2)3 
ROOT TBT ty 
mar . 
ar a EN 
HN) Ts ds -JT 
(8) = (a Ct 
Ea MII (yD) 
三 
同 理 


人 《人 
(5) (wt 


代 和 (1. 42) 中 得 到 活 缩 线 的 一 般 嫩 数 表 示 : 
4 74» 


a 
TYE {1. 43) 
EF Ca 十 名 2) . 


2 
例 求 精 图 拼 | 的 浙 编 线 ， 
解 二 加 的 参数 角 示 是 


T=0003t, y=baint 


二 其 裤 十 一 一 


因而 得 出 
Wsint, beost 
rT" —qacost, y= — baing 


代入 浙 缩 线 的 公式 (1. 43) 得 


即 | i 
he bi bad (og —b)s | 

或 即 

(Gm*) 3 (By* ys pt/3 

(ez 一 号 一 229 

为 上 述 糖 圆 的 浙 似 线 方 程 ， 这 曲 
线 籽 似 星 形 线 ， 它 由 旦 形 线 沿 第 
垂 方 向 拉 长 而 得 出 (图 1-49)， 

下 面 我 们 纵 出 渐 缩 线 的 两 个 
性 质 : 
命题 1 平面 曲线 (C) 的 法 
线 和 它 的 渐 编 线 (0*) 在 对 应 点 
相声 . 


"Fs. 


换言之 , 渐 缩 线 人 2) 是 原 曲 线 (O 的 靶 线 族 的 包 络 ， 
证 明 平面 曲线 (0O) 的 自然 套数 3 不 一 定 是 渐 缩 线 (0C*j 的 自 
热 和 参数, 我 们 把 痢 做 (CQ 的 一 般 参 数 , 
下 源 缩 线 人 的 方程 
了 一 站 十 下 (3) 疗 
得 到 曲线 (2 的 切 方 向 是 


riB(s)B) =a+ Rs) Boa= RCs) 


因此 渐 缩 线 (C*) 的 切 方向 平行 
于 原 曲 线 (C) 的 法 向 量 8( 图 1- 
50). 
命题 2 平面 粗 线 (0) 上 两 
点 的 曲率 半径 之 签 等 于 渐 缩 线 上 
对 应 点 之 间 的 党 长 . 
证 明 ” 设 平 而 曲线 (C0) 的 自 
然 参 数 是 s， 它 的 渐 缩 线 (0*) 的 
自然 参数 是 s*， 则 
dr* _drds* dls” 
ds da* ds 8 
由 命题 的 结果 短 道 有 


er 
0 


所 以 有 . . 
a*—R()B 
由 于 &*, 忆 都 是 单位 向 量 ， 国 而 得 到 
da* > dR 
gat 1R(s)| = | 蝇 


[a 二 和 和 


则 有 
1as*| =1aR| 
即 
ds*=+adR 
这 桩 我 们 可 以 得 到 在 浙 缩 线 上 对 应 于 曲线 纱 418 的 弧 长 为 


s+ (81, 82) 一 二 | dB 一 上 [R(e) 一 Re)] 


注 帘 ; 上 式 中 正 负 号 的 取 法 是 当 s* 随 着 呈 一 同 增 大 ， 旭 塘 正 号 (图 
1-52), 相反 的 情形 取 负 号 (图 1-53). 


ks)} 


《的 


图 1-52 

下 面 我 们 定义 渐 伸 线 : 
如 果 曲 线 (C) 是 曲线 (2 ) 的 渐 缩 线 ， 则 称 (C*) 为 曲线 (中 的 
一 条 浙 伸 线 ( 图 1-54). 

设 其 线 (0) 的 自然 参数 表示 为 了 一 
三 7T(s)， 则 根据 浙 缩 线 的 性 股 有 

lr* Ce) 一 六 8) | —R*(s) 

Ir* (80) —r (80) |=B* (#0) 
人 是 0 

R*(s)—R*(s0) =#0—8 | 四 
所 以 图 1-54 
T*(3)=7(8)+ R* (sg=r (8) + [ER* (sa) 十 8 一 8] 

7b 


因此 , 如 果 曲 线 (C) 的 萄 伸 线 (C9) 存 在 的 话 , 则 (C*) 的 方程 为 ， 
了 一 扩 ( 8》 十 【CC 一 8)G - 

其 中 <。 为 一 个 常数 . 

根据 上 面 的 讨论 , 新 伸 线 有 一 个 简单 的 机 械 作 图 层 : 

谈 有 一 根 软 尺 杰 成 的 曲线 4o4{ 芭 曲线 PoP 的 新 缩 线 )， 又 有 
一 根 长 度 等 于 曲率 半径 下 的 强 子 的 一 端 固定 在 点 4o 紧 贴 在 这 根 
曲 尺 ( 即 曲线 4o4) 上 , 则 绳子 的 另 一 端 画 出 曲线 PuP， 显然 , 这 时 
绚 子 上 任何 一 点 各 夯 出 一 条 涉 律 OY) 
线 ( 图 1-55). 


图 1-65 图 1-56 


由 此 可 以 看 出 , 给 出 曲线 4o4 后 ， 就 有 无 教条 渐 伸 线 与 它 对 
应 这些 渐 伸 线 有 公共 的 法 线 ， 而 且 它们 每 两 条 之 间 的 法 线 距 离 
相 将 . 

， 接 申 上 述 渐 伸 级 的 作法 ， 我 们 可 以 作出 贺 的 渐 伸 线 ， 在 中 心 
为 全 半径 为 6 的 贺 周 上 绕 以 细 线 , 网线 的 末端 在 4 版 ( 图 1-56)， 
现在 把 这 细 厂 从 加 局 上 揭 起 , 但 始终 拉 住 它 的 未 端 使 它 仇 直 , 这 细 
线 末 端 画 出 的 曲线 就 是 所 给 图 的 浙 伸 线 , 

5. 2， 一 般 螺 线 
家 间 曲 线 论 的 基本 定理 措 出 ， 曲 级 的 曲率 和 搅 率 完全 决定 了 


s JIE + 


晓 线 的 形状 ， 当 曲线 曲率 和 挠 率 之 间 满 足 各 种 下 局 的 美 系 时 ， 就 
会 得 到 不 同类 型 的 曲 绕 ， 例 如 ，%=0 时 为 直线 ,rz=0 时 为 平面 曲 
线 ， 在 这 部 分 我 们 对 常见 的 曲线 一 一 一 般 媒 线 进行 较为 尽 细 的 讨 
论 , 这 对 于 进一步 了 解 曲线 的 理论 是 非常 必要 的 . 

我 们 在 8 3 中 已 介绍 过 圆柱 
螺 线 ， 它 是 在 一 张 长 方形 的 纸 上 
画 一 条 斜 的 直线 ， 当 纸 卷 在 圆柱 
面 上 时 则 鲜 线 卷 成 了 回 柱 钳 线 ， 
如 果 把 同样 的 纸 卷 在 一 个 任意 的 
柱 面 上 ， 郑 么 侠 线 卷 成 一 般 晶 线 
(图 1-57). 从 家 观 上 可 以 看 出 一 图 1-57 
般 蛇 线 的 切线 和 柱 面 的 母线 交 于 固定 角 . 

定义 ”切线 和 固定 方向 作 国定 角 的 曲线 称 为 一 般 蝶 线 . 

一 般 泥 线 还 有 下 面 几 个 性 质 ; 

1”“ 主 革 线 与 一 个 固定 方向 癸 直 . 

证 明 设 记 是 固定 方向 上 的 一 个 单位 向 量 ， 根 据 一 欣 螺 线 
的 定义 , 可 知 它 的 切 向 量 a(s) 和 p 作 固定 角 ,中 


p= C080m 


两 边 取 微 商 得 
站 :PP 二 0 
因此 得 
、 HA: p=0 
由 于 0 我 们 假定 除去 直线 的 情况 ), 可 以 得 到 
8.p=0 


2” 副 法 线 与 一 个 固定 方向 作 赣 定 角 . | 
证 明 出 1° 知 与 所要 直 ， 所 以 p,a,Y 共 面 ， 又 因为 与 

? 垂直 , 且 p 与 % 作 辕 定 角 , 因此 得 出 pp 与 Y 也 作 国 定 角 . 
.Fs 


3” 曲率 和 挠 率 等 于 一 个 定 比 , 即 过 一 常数 
”证明 由 工 "的 结论 8.p=0 可 得 


B:p=0 
因此 有 
(一 Ka 十 3y)》 -p=0 
即 
—ka:pi+ry'p=0 
设 m 与 p 的 夹 角 为 wm{ 定 角 ), 所 以 上 式 为 
—Reosmtraint—=0 


即 
天 - 
本 一 土话 外 (常数 》 . 


可 以 证 明 以 上 1"、2"、3° 的 结论 不 但 是 必要 的 , 而 且 也 是 完 分 
的 ， 在 这 里 我 们 只 证 明 3 的 结论 是 充分 的 ,其余 留 给 读者 证 角 . 
和 如 果 


天 
地 一 常数 
作 向 其 
y+ 
因为 


光 十 二 -Tr8+r8=—0 


所 以 向 量 y 十 二 4 是 常 向 量 ， 并 且 与 a 作 闭 定 角 ， 央 此 曲线 是 一 
般 絮 线 . | 

以 上 性 质 1", 2", 3” 可 以 看 做 一 般 螺 线 的 等 价 定义 ; 

最 后 , 我 们 来 求 一 般 螺 线 的 一 种 标准 方程 . 


:FO 


设 桩 面 的 母线 平行 于 z 轴 ， 则 可 令 p 一 es， 再 设 一 般 螺 线 的 ， 
方程 为 


六 一 六 (5) 

则 出 

DD Coa 
得 到 
: :C3 og 
即 - 

( 革 彩 洒 ) (0,0, TD = oogo 

因而 有 

经 一 cosa 。 
车 令 # 一 0 时 # 一 0 出 

二 S80C0800 


王 是 一 般 螺 线 的 方程 就 成 为 
站 如 (Be y(8), acoswm) 
鞭 申 C98),y08) 为 任意 卫 数 . 
5.3 * 赎 特 衣 (ertrand) 曲线 
和 如果 曲 线 (0) 与 侣 ) 的 点 之 癌 建立 这 样 的 一 一 对 应 关 条 , 使 得 
在 对 许 点 的 主 法 线 重合 ， 则 这 两 条 曲线 都 称 为 肌 特 朗 曲线 。 而 每 
一 条 称 为 另 一 条 的 但 线 . 

”显然 每 一 条 平面 昌 线 都 是 一 条 页 特 户 其 线 ， 因 为 它 的 主 法 线 - 
前 每 一 条 正 交 雪线 都 是 它 的 但 线 ， 以 下 我 们 只 讨论 境遇 线 。 ”一 
现在 我 们 求 一 条 曲线 为 中 特 衣 上 曲线 的 条 件 。 | 

设 一 条 贝 特 朗 曲线 (OQ) 的 方程 为 
| r=r(s) 
ts sv 


其 中 3 为 (的 自然 参数 
又 设 (加 为 (C) 的 介 线 , (C) 的 方程 为 
r=r(3) 
其 中 3 为 ( 扑 的 自然 参数 . 
由 图 1-58 可 知 有 
Frs)—r(s) + A(s) Bs) 


.图 1~58 


其 中 4(e) 表 示 一 对 对 应 点 之 问 的 距离 ， 则 有 
富 = [we 二 NB 二 4( 一 各 十 ry) -并 . 


a= L(A) G+ 和 8 十 hr7y) I 4 
由 于 及 = 士 B， 所 以 曲线 (5 的 切 向 最 5 与 8 垂下， 因 币 (1. 44) 丙 
边 点 乘 @ 得 加 
Bai =0 
但 名 尖 0， 所 以 ==0, 部 


.| 


-如 二 常数 
由 于 (0) 与 (外 是 不 同 的 曲线 , 故 上 式 为 不 等 于 零 的 常数 . 
国 而 (1. 4 好 为 
a=[0— 4) 8+ Ary] 2 C1. 45) 
现在 设 对 应 点 的 两 切 向 量 &.& 之 
间 的 交角 为 9 (如 图 1-59), 则 有 
=ac0a0+ ysin0 {1. 46) 
由 于 


de _ 8 
ds dsds dees 


| . 
所 以 (1 46) 式 关于 5 求 微 商 得 疼 1-59 
S28 = (cos 一 rsin0)8 十 (一 asing 十 yeos 的 9 
性 好 与 平行 , 面 右 式 第 二 部 分 与 8 得 站, 所 以 这 部 分 为 霉 . 又 
南 于 一 asing 十 yaos8 是 一 个 单位 向 量 , 族人 一 0, 即 


9 二 常数 
从 (1 45) 和 (1. 46), 因为 <. 垂直 , 则 得 


yds 
(MW)e0s) 


4z 各 - sing 
消去 后 即 得 
us 
了 一 类 coagd 
LT ing 一 
期 


号 好 


lsingj-reosg 一 0 (1. 47) 


其 中 4 尖 0， 此 外 sin8 关 0, 否则 +=0， 这 与 假定 我 们 只 讨论 拨 曲 
线 不 符 . 

于 是 (1. 47) 又 可 写 为 : 
ME 十 ut 二 1 (1. 48) 
其 中 上 都 是 常数 , 1 二 Actg0. | 

(1. 48) 为 曲线 是 贝 特 朗 曲线 的 必要 条 件 ， 以 下 证 明 它 也 是 由 
特 朗 曲线 的 完 分 条 件 . 

.假设 一 条 前 线 (C) 的 曲率 和 找 率 7 满足 条 件 (1. 48)， 其 中 
15£0, MV TT 人 48) 的 两 边 ， 就 可 把 它 写 为 (1. 47) 的 形式 ， 


其 中 sin0 = TT 0. 我 们 要 证 明 ， 从 曲线 (@ 及 第 数 “ 代 
进 方 程 


T=T{s8) tA(sYB(s) 
所 得 到 的 曲线 {0 是 (的 一 条 由 特 朗 从 线 . 因为 4 是 一 个 常数 ， 
由 上 式 可 以 直接 得 到 (i. 45). 利用 (1; 48)， 公 式 纪 , 46) 区 可 改 辐 
为 


a fy (meos0+ yoing) 3 
由 于 wecos9 十 Ysin4 是 一 个 单位 阿 量 , 所 以 


Q= 二 (gcosd + ysind) 
从 此 得 到 


厂 = 归 A 士 (keos0—rsing) BF 


由 此 可 见 688， 由 于 (0) 的 点 在 (0) 的 主 法 线 上 ， 因 而 (0), 
的 主 法 线 重合 , 所 以 都 是 贝 特 朗 曲 线 ， 


二 此 得 出 : 一 条 空间 巾 线 是 贝 特 朗 曲线 的 充 要 条 件 是 它 的 此 
| 


率 &(8) 与 措 率 7(s) 满 是 了 十 ar 一 1 其 中 和 1 上 5 为 常数 ,而 且 4 天 0 
”两 条 贝 特 彰 介 线 疗 沿 它们 公共 主 法 线 的 蝶 离 是 固定 的 ， 而 且 
它们 对 应 点 的 切线 作 固定 角 . 
一 般 来 说 一 条 贝 特 朗 曲线 只 有 -条 个 线 , 如 果 有 两 条 , 且 分 别 
对 应 1 hs, 此 时 有 
fe . 
AsB+ Har=1 
这 里 | 名 | 二 0, 否则 现 式 不 相 窑 ， 解 这 个 线性 方程 组 得 5 一 党 
数 ,+ 一 常数 ， 这 时 曲线 是 圆柱 螺 线 . 
除 回 柱 螺 线 外 毒 一 条 上 贝 特 朗 曲线 只 有 一 条 唯一 的 但 线 ， 贺 杜 
螺 线 有 无 数 多 条 侣 线 。 


习 题 
1 求 以 下 平面 曲线 的 相对 曲率 二 . 和 曲率 半 徐 号 {假定 纪 长 增加 的 方向 
就 是 参数 增加 的 方向 ): 
双 曲 线 r= 二 acosht，Bbsinhty 
旋 轮 线 rr 一 a{f 一 sinl, 1 一 coa 弛 
2 求 旋 轮 线 r 二 a{f 一 sin#, 1 一 eog 上 如 的 渐 编 线 . 


3 .证 明 奥 物 线 一 一 [Intg 志 十 coat) 9 一 asint 的 浙 编 线 是 县 链 线 . 


4 求 抛物 线 六 二 2Ppx 的 洒 缩 线 . 
5 证明: 如 果 岂 有 密 转 平面 垂直 于 某 个 图 定 直线 , 那么 它 是 平面 晶 线 ， 
6 证 其: 如 果 所 有 的 法 平面 包 售 固定 向 是 e, 那么 这 曲线 是 直线 或 平面 


7 如果 两 条 曲线 在 对 应 点 有 公共 的 副 法 线 , 则 它们 是 平面 曲线 . 
8 如果 曲 线 厂 : r 一 + (a) 为 一 般 螺 线 , x, 8 为 卫 的 切线 向 最 和 主 关 向 是， 


为 广 的 曲率 半径 , 证 明天 ; (8) =Ra— {pds 也 是 一 般 螺 线 . 
9 和 证 图 一 条 曲线 * 一 r(a) 为 一 般 螺 线 的 充 要 条 件 是 作 守 六 一 已 
二 


， 了 0 证 时 一 条 贴 线 揭 所 有 切线 不 可 能 同 寻 都 是 另 一 未 协 线 药 切 线 ， 
“11 证 昌 一 条 磋 曲 线 的 所 有 副 靶 线 丰 可 能 辕 时 都 是 另 一 条 曲线 的 副 
法 线 ， | 
12 设 在 两 条 曲线 (0,、( 信 的 点 之 间 建 立 子 一 一 对 应 美 系 , 使 它们 在 对 
应 点 移 切 绪 平 行 ， 证 明 它 们 在 对 应 点 的 主 闪 线 人 以 及 副 法 线 也 分 别 平 行 , 而 且 
它们 的 指 率 和 卓 率 都 成 比 鲍 ， 因 此 和 如果 (CO) 是 一 般 蝶 绕 。，(0) 也 是 一 般 蝶 
盐 ， 


第 二 章 ”曲面 论 


$1 曲面 前 概念 
1.1 莘 单 曲面 及 其 泰 数 表示 
平面 上 上 不 自 变 的 六 曲线 称 为 绚 尔 当 《〈Jordan) 曲线 、 约 尔 当 
曲线 分 平面 为 两 部 分 , 并 且 每 一 部 分 都 以 此 出线 为 了 边界 , 它 位 中间 
一 个 是 有 限 的 ， 另 一 个 是 无 限 的 ,其 中 有 限 的 区 域 称 为 霜 等 区 域 . 
换言之 , 初等 区 域 是 约 尔 当 间 线 的 内 部 ， 合 如 , 正方 形 或 措 形 的 内 
部 , 贺 或 棋 属 的 内 部 等 都 是 初等 区 域 . 
如 果 平 而 上 和 初等 区 域 到 三 维 欧 氏 空间 内 建立 的 对 贱 是 一 一 
的 , 双方 连续 的 在 上 映射 , 则 我 们 把 三 维 欧 氏 空间 中 的 象 称 为 简单 
曲面 . 
实例 : 一 矩形 纸 片 (初等 区 域 ), 可 以 卷 成 带 有 裂 锋 的 出 柱 面 或 
圆 环 面 . 
整个 平面 也 是 一 个 初等 区 域 ， 经 过 球 极 投影 可 以 晓 成 挖 控 北 
极 前 球面 . 
我 们 假定 以 后 所 讨论 的 骨 面 都 是 简单 曲 订 . 不 易 作 声明 
恨 据 上 述 曲面 的 概念 .。 我 们 可 以 建立 划 面 的 方程 . 
给 出 平面 上 一 初等 区 域 G， 好 中 的 点 的 笛 卡 儿 代 标 是 (an 9)， 
弛 经 过 上 述 映 射 了 后 的 象 是 曲面 8 对 于 空间 多 销 卡 几 誉 标 系 来 
说 , 8 土 的 点 的 囊 标 是 人 o, 妨 ?)， 这 样 我 们 可 以 具体 写 册 于 的 解析 
=F, 9), 3 一 让 (05 一 站 (人 0) fn ECG (2.1) 
(2- 本 称 为 曲面 3 的 参数 旨 示 或 参数 方程 , w 和 ?” 称 为 曲面 3 的 参 


BF 到 


数 或 曲 纹 坐标 。 
习惯 上 , 我 们 常 把 (2. 1) 中 的 函数 关系 符号 六 ,六 和 六 分 别 号 
成 xz. 和 z, 即 把 (2,1) 写 成 
人 一 和 (的 0), y= 2=2% 0 DEG 3.1 
我 们 有 时 也 把 曲面 的 参数 方程 简写 成 向 量 次数 的 形式 : 
r=7 (0%, vb) (CW, HEC {2. 2) 
实例 : 
了 辐 柱 面 ' G 是 长 方形 ,4= 4= 2, 0<b<2n, 一 ee<s<< 十 om 
《如 图 2-1) | 


锣 柱 面 的 参数 方程 为 
T= Reosd, #= Rsingd, 4=2 
其 中 五 为 埠 贺 前 半径 . 


ii) 球面 :是 长 方形 ,wp (经度),0=6 (纬度 一 于 <9< 各 


0<9p<2z (如 图 2-2) 


图 ”2-3 


球面 的 参数 方程 为 
可 .wRcosdcosp, Y=Rcosfsiny, z=Rsing 
共 中 卫 是 球面 的 半径 ，。 

证 ) 旋转 面 : 考虑 wOz 平面 上 的 一 曲线 (O): 
p(t)>0, z=¥(t) 一 co<t<+eo 
把 此 曲线 绕 = 轴 旋 转 , 则 得 一 曲面 , 称 为 施 转 面 ， 它 的 是 一 长 方 
,= 8, v= 4, 028, 一 ccc 十 co 如 图 2-3) 


图 3-3 

旋转 面 的 参数 方程 为 

w=pi)cos gd, y=plt)sing, s=pt) 

上 贞 介绍 的 (2.1)' 或 (2. 2) 中 的 参数 0 就 是 曲面 的 出 绞 此 
标 . 直 纲 来 说 ， 我 们 把 曲面 上 的 点 在 上 述 映射 下 药 原 象 (4 中 的 
点 ) 的 坐标 定义 为 曲面 上 点 的 曲 纹 坐 标 . 

初等 区 域 作 所 在 平面 上 的 坐标 直线 v= 常数 或 w= 常数 在 曲 
面 上 的 象 称 为 曲面 的 坐标 曲线 .全 v= 常数 而 4 变动 时 的 曲线 
叫做 -曲线 , 同样 ,4 二 常数 的 出 
线 叫 做 o- 曲 线 ， 两 族 坐 标 昌 线 
4 曲线 (二 常数 ) 与 9- 曲 线 (w= 
常数 ) 在 曲面 上 构成 的 坐标 网 , 称 
为 曲面 上 的 曲 纹 化 标 网 (图 2- 少 ， 图 2-4 


+ 


实例 
i .圆柱 而 “0- 昌 线 (> 一 常数 ); 是 化 直 于 ”二 的 平面 和 圆柱 
的 交 线 , 它们 都 是 图 . 
z- 曲 线 (0 二 常数 ): 是 圆柱 而 的 直 母 线 。 
边 球面 9- 西 线 (8= 常 数 );， 是 球面 上 等 纬度 前 加 一 一 续 
网 
0- 蜡 线 (p 一 常数 )， 是 球面 上 过 两 极 的 半圆 一 一 
子午 线 ( 经 线 )， 
证 》 旋转 面 “ 乒 曲线 仁 一 常数 ): 是 蛋 直 于 = 轴 的 乎 面 和 旋转 
面 的 交 线 一 一 平行 网 ( 纬 线 ) . 
了 -曲线 (8 一 常数 ): 是 旋转 面 的 母线 一 子午 线 
《经 线 ). 
12 光滑 曲 击 ”曲面 的 切 平面 和 法 线 
如 果 曲 面 方程 
T= 0 Fy 0), 2 二 2 DO) 
本 
了 一 ry, 5) 
- 中 的 话 数 消 直 济 阶 的 连续 偏 微 商 ， 则 称 为 丘 阶 正则 曲面 或 称 为 
C: 类 曲面 ， 畦 别 地 ,C1 类 曲面 又 称 为 光滑 曲面 . 以 后 我 们 假定 所 
讨论 的 曲面 都 是 洗 谓 的 . 
| 过 曲 通 上 经 一 点 (uo， 80 有 一 -条 六 - 曲线 : 
0 
又 有 一 条 ?- 半 线 ; - 
他 二 (wo, 切 
在 曲面 .上 (ww， 处 的 两 条 村 才 的 妇 疝 旺 分 别 为 


Tu (to, vo) = (wo veo), Tol, Vo) 一 2 (on po) 


号 号 人 = 


如果 它们 不 平行 , 即 rsxy。 在 (un, #0) 虚 不 等于 专 ， 则 称 (uo, po 点 
为 曲面 的 正常 点 。 以 后 我 们 只 讨论 划 面 的 正常 点 。 

根据 re 和 rv 的 连续 性 (因为 典 面 是 光滑 的 )， 如 果 rsxfo 在 
Guo 50) 处 不 为 等 ， 则 总 在 在 (uo, et 的 一 个 邻 域 5， 使 得 在 此 邻 域 
构 , Tw xTo 关 0， 于 是 ， 在 这 片 曲 面 上 ， 有 一 - 族 *- 曲 线 和 一 族 #- 茧 
线 : 经 过 曲面 上 每 一 虚 有 准 一 的 一 条 tr 曲线 和 唯一 的 一 条 vy- 妥 
线 ， 责 且 这 两 族 曲 线 彼此 不 相 切 。 这 样 的 两 族 症 线 称 为 黄 面 上 的 
一 个 正规 坐标 网 . 

由 隆 在 正常 点 的 邻 域 如 内 rx? 天 多 即 第 阵 


Jom By gz 
E CU 站 


ae, 23y 
do dv ob 
的 获 为 2， 换言之 ,下 殖 三 个 行列 式 中 
怪 级 ，: | 六 2] : 类 Ee 
aw, PD | Gul A a) | 3(2， 本 3 
oe, ") jar ay fos [oy az Dt |3s aw 
law Av | . EE av|, 3p dp 


总 有 一 个 行列 式 存 {a0, 90) 的 都 域 术 中 不 为 零 . 摄 设 第 一 个 行列 
式 不 等 于 零 ， 史册 他 因数 的 在 在 定理 : 
| Tx, 0) T=, ») 
站 吕 中 存在 瞧 _ .对 单 证 的 过 续 可 大 困 
wut, 有) v= 站- 
把 上 式 代 入 (2.1)" 中 的 最 局 一 个 方程 则 曲面 在 邻 域 芝 上 的 参数 
表示 可 以 写成 
六 一 [fo y), ve, 9) J 2 9) 
即 
ZE #) (2. 3) 
sm Fie 


《2. 3) 为 娄 面 的 特殊 的 一 种 参数 表示 .于是 我 们 得 到 

命题 1 眼 面 在 正常 点 的 领域 中 疙 可 以 有 (2:3) 形式 的 参数 

“ 贰 曙 面 上 点 的 面议 于 标 由 下 列 产 程 米 确定 : 

wu—=ut), v=f) .2 

其 中 t ,是 自 变 扫 它们 代 入 击 而 的 大 数 方程 中 则 这 种 点 的 癌 低 
可 以 用 复合 图 数 来 才 示 : 

“一 和 [一 人 : .2.5) 
于 是 + 可 以 表示 为 一 个 变数 + 的 函数 ， 且 当 + 在 某 一 区 和 间 . 上 变动 
时 , rf 的 终点 在 空间 中 瓜 纵 一 条 曲线 、 央 此 (2. 4) 或 (2.5) 在 曲面 

.上 确定 某 一 曲线 ， 这 曲线 在 曲面 上 (so v0) 点 处 的 切 方 向 称 为 曲面 
在 读 虎 的 切 方向 或 方向 ， 它 平行 于 


rt)= re . -6) 


EL 分 别 是 在 (wo, 00) 点 的 两 条 坐标 曲线 的 切 向 量 - 
。 上 起 说 明了 ty rw rs 共 面 , 所 以 有 
命题 2 页 而 上 正 党 点 处 的 所 有 切 广 向 在 过 读 点 的 从 村 
线 的 切 向 量 rs 和 Ts 所 决定 的 平面 上 ， 
我 们 称 此 平 直 为 曲面 在 谤 一 点 的 切 平 面 (图 3.5)。 


图 2-5 


{2, 的 还 可 以 简写 成 


让 (1) 一 外 rtr,) 


由 此 可 见 ,rt) 所 决定 的 曲面 的 切 方向 , 完全 依赖 于 和 名 的 比 


慎 dx:Qv， 因 此 ， 以 后 我 们 说 到 给 出 曲面 上 某 点 的 一 方 向 时 ， 就 是 
指 给 出 了 d's. 

”下 面 我们 学 出 曲面 .上 一 点 Polx, ti) 的 切 乎 面 的 方程 ， 设 
民 (w，y，#) 表 示 切 平面 上 的 任意 点 开 的 向 径 ， 则 根据 切 平面 的 定 
光 ， 间 量 县 一 ?Gn, 90) 与 向 量 ry (eo 90), ro(o, 20) 共 面 ， 由 此 得 
出 曲面 北 Polwo， ye 虞 的 切 平 面 的 方程 为 : 


CR—r{wo, 220 TulWo, V0), TlW0, 09)) = 人 0 


或 写成 华 标 的 形式 
KE—wuo Vo) FF—y{lwo vo) 2Z—2(uo0 Vo) 
Balto vo) 0) Zulu0 900) | 一 
Xp (Wo, Vo) yo CWo Bo) zolWo, Po) | 


对 于 曲面 (2. 3) 形 式 的 参数 表示 
| r= {8,27, 9)} 
r= 01,0,8), ry={0, 1,9) 
其 中 
= 学 ， 4= 区 
则 曲面 在 (za go) 点 处 的 切 平面 的 方程 是 
Ro FY—iyo 2Z—20 
1 0 Po 
0 1 #0 


即 


区 一 加 一 知 ( 到 一 和 十 2 人 (了 一 为) 
单 全 下 昌 


其 宁 


_9z 
, 02 
{zos0y gy | ro 


曲面 在 正常 点 处 稚 直 于 切 平 面 的 方向 称 为 曲面 的 法 方向 ， 过 
这 点 平行 于 法 方向 的 直线 称 为 曲面 在 读 点 的 法 搁 。 显然 ， 曲 面 的 


法 向量 N =*r, x r+。 于 是 湖面 的 单位 法 向 量 二 1 ， 


{re x rl 
由 于 曲 面 的 法 线 是 遂 过 点 P(x, y, 2)， 并 二 平行 于 法 方 向 的 直 
线 ， 因 币 它 的 方程 可 写 写 为 
R=r+i+Atr. XTr) 
其 中 且 ( 了 ,了 , 2) 是 法 线 上 的 性 意 一 点 ，4 是 决定 点 翌 在 没 线 上 
的 位 置 的 参数 . 
用 坐标 表示 的 潜 线 方程 具有 如 下 的 形式 : 
’ {0, Vo) = Y—y(Wo, Vo) 
[oe Vo) zy lo, to) suo Ho) Tn (Wp, Yo 
SoC 20) solo, #0) Zot0, V0) Foto, | 


一 2(2o Vo) 
Ta, (to, vo) Yu (tos po) 


Foto 0) FolWo, Vo) 
对 于 曲面 (2. 3 形式 的 参数 表示 , 法 线 方程 可 简化 为 
Xx Ty -号 一 加 
Po . Fo 一 了 
例 求 圆柱 面 了 = {Rcos98，Rsia8, 引 在 任 一 点 的 十 平面 和 站 
比方 程 ， 
解 一 (Becos 昌 性 sin 晶 2》 
T= {— Rsind, Reose, 0} 
r= {0, 0, 1} 
在 任 一 点 的 切 平面 方程 汶 
EF 


3 
So— 2 (0, #0), 如 = 条 


13—Reos8 FT—Rsing -2 


— Rainn Rcost 0 |=0 
| 0 . 0 1 
用 
eosbX+ sinnF — R=0 
在 
四 一 Reost = 让 — Rsinf 加 一 有 
Reos gy —Rsing Reosd 
Fd | 
屠 


. 人 OX—cosgF 一 0 
区 一 和 一 0 . 
如 果 曲 纹 佣 标 (u， 肋 变 为 新 的 曲 故 举 标 (， 5): 
野地 名 (二 Dv 坝 ) 
则 得 到 曲面 关于 新 曲 纹 毕 标 (元 如 的 方程 
r=r(, 9) 


由 于 新 的 坐标 曲线 的 切 向 量 。 和 rr 可 以 用 原来 的 坐标 曲 统 
的 其 向 量 7 和 7 来 表示 : 


rar a 
Tet Tr 
da 
To TTT 

因此 


< Duav du do\) Aro, v0) 
N=raxrs= (rexXro) (天 而 而 法 /Na 7 


由 此 可 见 , 假定 行列 式 
au au 
3,9) | 强 琵 
DB | go (2. 8) 
现 瑟 


四 全 


则 Tx re 天 0 对 于 新 的 曲 纹 坐 标 仍 成 立 

《2.7) 表 示 当 曲 纹 坐 标 (u, 1) 施行 变换 了 时， 新 法 向 量 N 为 不 来 
法 向 量 N 乘 上 变换 行列 式 (2. 的 、 因 而 , 可 以 看 出 新 的 法 向 量 现 平 
行 于 原来 的 法 向 量 N， 如 果 变 换行 列 式 (2. 8) 为 正 时 , MY 与 再 的 方 
向 一 致 ; 如 果 变 换行 列 式 (2. 8) 为 负 时 , N 和 本 的 方向 相反 . 现在 我 
们 限制 参数 变换 的 行列 式 (2. 8) 为 正 ， 于 是 对 于 所 有 的 参数 变换 
法 向 量 的 正 向 保持 不 变 ， 在 这 个 限制 下 ， 我 们 称 沿 法 向 量 M 的 正 
向 为 曲面 的 正 侧 . 

由 向 量 积 的 定义 , rw， yo， 性 顺 序 构成 右手 系 。 我 们 还 要 指 此 ， 
的 是 , 曲面 正 侧 的 确定 与 参数 的 确定 有 共 ， 例 如 ， 当 和 坐标 明 线 w% 与 
0 对调 时 , 则 改变 为 它 的 反 向 ， 因 而 曲面 正 侧 变 为 负 例 ， 这 时 我 
们 把 所 讨论 的 曲面 称 为 双 傅 申 面 . 

1.3 曲面 上 的 曲线 族 和 曲线 网 

给 出 一 光 请 曲面 3: 

r=* (8, 3] 
曲面 妨 寺 一 曲线 的 方程 是 
Y=%(t), v= vt) (2.9) 
Tr 二 ?ut), v(t) =r {2.10) 
从 {2.9 消去 #, 可 以 得 曲 击 上 曲线 方程 的 共 他 形式 : | 
到 二 他 (0) (2.11) 
或 . 
9 二 仇 () (2. 12) 
或 
了 (zw 0)=0 《2. 13) 
下 列 线性 微分 方程 
如 fo vu Blu, av=0 (2, 14) 
s 9 


表示 曲面 上 一 族 曲 线 一 一 贡 线 族 ， 设 4 天 小 则 由 (2.1 人 得 
te 人 OD) 


解 方程 得 
4=P{v, ce) 加 
其 中 十 待定 常数 .每 一 个 6 值 对 应 曲面 上 一 条 曲线 ， 所 以 上 式 
得 到 曲 面 上 的 一 族 曲 线 ， (2 14 表示 这 族 曲线 的 方程 。 
特别 地 , 4=0 或 吾 =0 时 (2.1 直 为 
dv=0 或 品 =0 {2. 15) 
. 2 一 5 《 当 数 ) 
或 
， 二 50s (常数) 
因此 (2 15) 珀 示 举 标 曲线 的 方程 ， 
… 下 列 三 阶 微 分 方程 
A{u, pau -2B (Ou, wadudo Ou, vdv—0 2.18) 
(假设 Bu 一，9)0 (Cu, 切 > 信 表示 曲面 土 两 族 曲 线 一 一 
曲线 网 ， 设 4 关 0， 册 


de du ~ 
4(B) +28 (Re)+0=0 
得 


du _ 一 了 Gu 人 恐 土 /再 (区 DIA, tO 0) 
ds 站 (人 人) 


一 有 8) 或 (vy, 9) 
分 别 解 这 呐 个 一 阶 微分 方程， 即 得 曲面 上 两 谈 曲 线 眶 而 上 两 族 
贰 线 构成 曲面 上 一 曲线 网 , (2. 16) 表示 曲 面 上 曲线 圆 的 方程 ， 
特别 地 , 4=O 一 0 时 ，(2. 16) 为 
dudv=0 (2, 17) 
"97 。 


车 = 


du=0 
如 
2# 一 cr 《常数 ) 
这 表示 t- 曲 维族 ， 车 
tp 一 
则 
一 02 《常数 ) 


这 表 东 -有 曲线 族 ， 因 此 (2.17) 所 表示 的 由 线 网 就 是 曲 纹 誉 标 隐 . 


习 题 

1 求 正 螺 面 7 一 公 6osv, wsins, 50} 的 坐标 曲线 . 

2 证 明 双 册 抛 物 面 二 他 (上 起 ,bw 一 四 ,2m 中 的 坐标 曲线 就 是 它 的 直 
各 组 ， 

3 求 球 商 r 一 {aeosbeosgsj，5aeosgsinyp，Gsii 失 上 任 孝 点 的 切 平 面 和 法 
战 方程. 

4 求 炸 圆柱 耐 生 十 生 一 1 在 任意 点 的 切 平面 方程 并 证 明治 每 一 巢 直 
母线 , 此 曲面 只 有 一 个 切 平 面 . 

5 证 明 上 曲面 z 一 和 w 2 的 切 平 商 和 三 个 坐标 平面 所 构成 的 四 面体 的 


床 祝 是 常数 ， 


”$2 曲面 的 第 一 基本 形式 
2.1 曲面 的 第 一 基本 形式 曲面 上 曲线 的 弧 长 
给 出 井 面 4: . | 
‘T=7(w,) . (92.2) 
上 的 曲线 (00): | 
| =ut), v=vt) (2. 18) 
» 8 = 


一 了 [st vet)] 
对 于 曲线 (CD 有 


dr du 
dr WR 


或 者 . 

Or=rudyt rd 

车 以 。 表示 曲面 上 曲线 的 张 长 , 则 
da:—Ar:= (rdu TAo)Y 

=—rsdw + 2r ,redudy tr 
B=r.T, 了 rr G=rers (2.19) 
则 有 四 
dspBdwtorddv 了 Ge :2. 20) 
这 个 一 次 形式 可 以 快 定 曲面 上 曲线 的 弧 长 - 设 曲线 (O) 二 丙 
点 4(f0),B(E), 则 之 长 为 -i 


好 人 du dv 
(时 +27 于 轩 t oD) 时 
C2, 20) 是 关于 微分 du, go 的 一 个 二 次 形式 ， 称 为 曲面 六 的 第 一 天 


本 形式 ， 用工 表 示 : 
一 二 21 十 2 


它 的 系数 . 
B=rs"T,, = Tw Ty, G=To'Ty 
称 为 邮 面 S 的 第 一 类 基本 量 ， 
曲面 的 第 一 基本 形式 在 曲面 论 中 占有 非常 重要 的 地 位 ， 
对 于 曲调 的 特殊 参数 表示 := sktw, 有 办 有 
一 过 0 2 的) 
出 


机 


rs= {1, 0， 人 0， 


和 一 {0, 1, 9}, 二 = 


由 (2.19) 有 
E=rars=1+f, F=r2rT,=pg, GG=ryr,1 二 + 
曲面 的 第 一 基本 形式 为 
I=(1+p dr 2pgdradyt (1+ go) dy 
由 (2.19) 知 
EBE=rw>0,  G=re>0 . 
又 根据 拉 格 朗 日 恒等式 可 知 第 一 基本 形式 的 判别 式 
| EG—F = (Tu Te) 一 (T Xr) 0 
因此 第 一 类 基本 是 户 . 下 ,GQ 满足 不 等 式 了 >>0,0>0，EG 一 F?>0. 
这 表明 第 一 基本 形式 是 正定 的 。 这 个 结论 志 可 由 1=ds* 直接 得 
出 。 | 
例 1 求 球面 += {Reosbcosgp, Reos0sing, Rsin9} 的 第 一 基 
术 形 式 ， | 
解 ” 困 了 一 人 goageosg， Reosgsing, Rsing} 
-如 得 出 . 
ro= {— Reosdaing, Reosfeostp, 0}. 
T= {— Buingeosp, —Rsingsing, Reosb} 
出 此 得 到 曲面 的 第 一 类 基本 量 | 
BF=r,r,=Rtcos'0 
五 一 六 站 一作 
全 = 一 
人 网 而 
I= Rcos"0dgp® 十 再 8G0a 
* TO0 » 


例 2， 求 正 崇 而 (图 2-6) 的 第 一 基本 形式 . 


图 2-6 图 3-7 


解 ” 取 螺旋 轴 为 > 轴 ， 人 以 v 表示 直线 与 4 四 的 交角 ， 以 4 家 
示 直 线 上 的 点 型 到 z 轴 的 距离 (图 2-7)， 则 正 螺 面 的 参数 方程 可 
写 为 下 列 形 式 : 


C=CO8 # =¥aind, Es 
上 式 关于 uw 和 微分 得 
Pu = C03, 有 一 sinv, zs=0 
- Wein 3 一 %e0atb， fod 


因此 
E=], F=0, 全 一 外 十 吸 
T= d= 十 (wt a dv 
2.2 曲面 上 沽 方向 的 交角 
前 面 已 经 提 到 过 曲面 了 =YOw ) 上 一 点 (un, vo) 的 切 方向 称 
为 曲面 上 的 方向 , 它 能 表示 为 
dr = Ty (Wo, vo dw tt TT Co, Do) dy 
共 中 Ty(Wo oo 和 (wo 90) 是 过 (uo v6) 点 的 坐标 曲线 的 切 疝 量 . 
s OF * 


招 定 了 项 面 的 套数 表示 式 后 TT, 和 re。 是 已 知 的 ， 因 此 给 出 一 方向 
dr 就 等 于 给 出 一 对 值 和 .do， 不 过 方向 和 gr 的 长 度 无 关 , 所 以 给 
出 Buidp 就 能 确定 曲面 上 的 一 方向 ， 我 们 以 后 经 常用 {四 ，dr 或 
du:ds 表示 曲面 上 的 一 方向 . 

给 出 曲面 上 琴 个 方向 (dx:dv) 和 (sx:6o2， 我 们 把 向 量 gr 
Ty rxdv 和 人 57 一 Tu 十 7v65 间 的 奖 角 称 为 方向 《au :go2) 和 
(6u: 5oy 间 的 钊 . 

现在 求 方向 (@) 和 (ko 千 的 交角 册子 

“0 一 larildr) cosd. 
所 以 
coa0 = dr or 
lar| ler| 
由 于 
四 dr= Yu rd, dr = Fdu’ +2Fdudv+ Gdv? 
Br = rp, Hr? = Beéw’ + 2POu6v. rdv 
dr:Sr= (rdy -rede): (rdw rdy) 
~ Edudw ti Fadudvt dvéu) -r Gav 
由 此 得 cos8 的 表示 式 
| Edudu + F (duBy + dvou) + Givoo 
CC 
. | (2. 21) 
由 这 个 公式 可 以 推出 曲面 上 两 个 方向 (Lu:dv) 和 (6u:6o) 垂直 的 
条 和 件 是 


¢058 = 


Bdudut Fldudu + dveu) Guo6o=0 (2. 22) 


”此 外 我 们 还 可 以 求 出 坐标 曲线 4- -曲线 忆 一 常数 ) 和 2 曲线 佑 


一 常数 ) 的 变 角 定 的 未 示 式 。 因 为 mm 和 六 是 坐标 曲 线 的 切 向 晤 ， 
所 以 rs yo 癌 的 交角 串 为 
* 102 " 


Te Ye F 
1r re! EG 
由 此 推出 曲面 的 华 标 网 是 正 交 的 必要 和 完 分 条 件 是 了 == 人 0. 
例 3 证 天 旋转 面 了 = {g(t)cos 丰 p(t)sin8, (从 的 坐标 网 
是 正 交 的 . . 
证 明 r={p(t) eosb, p(t) sing, y(t))} 
To {~—p(t) oing, pt) eosp, 0} 
T= {9p' (t) cos0, g' Ct)sing, py'2)) 


{2, 29) 


od 一 


由 此 得 到 
| 五 一 了 oo 一 0 
即 坐 奈 网 是 正 交 的 . | 
同样 我 们 也 可 以 证 明 圆柱 而 ， 球 面 ， 正 螺 面 上 的 坐标 网 是 正 
2.3 正 交 晶 线 族 和 正 交 轨 线 
给 出 两 族 曲线 ， 
Adu+ Bdv=0, Ciuwt+Dev=0 
如 果 它 们 正 交 , 由 (2. 22) 可 以 得 出 


Ai bon , dy Be. | 
BiREt Bt op 0 (2. 24) 
加 
A aeC ， 
-下 各 + 太 )+ 6 各 匡 0 
或 


EBD— F(AD+BO) GAC=0 
另外 如 果 给 出 一 族 曲 线 
Adw+ Bav=0 | 
- 划 另 一 族 和 它 正 交 的 曲线 称 为 这 族 曲线 的 正 交 罗 线 ， 
从 (2. 24) 可 以 看 出 正 交 孝 线 的 微分 方程 是 
ode 


到 + 克 一 千 + 侣 ) 二 4( 一 备 唱 =0 
即 四 
Bp BE— AF 
Ag 
2.4 曲面 城 的 面积 
设 其 面 $: 
r=r (u,v) 
给 出 曲面 38 上 一 个 区 域 
D， 我 们 将 推导 其 面积 的 计 
算 公 式 . | 图 2-8 | 
首先 把 曲面 域 用 坐标 曲线 wx= 常数 与 = 常数 齐 分 成 完整 的 
和 不 党 厌 的 曲 边 旧 边 形 ( 转 2-8)， 4- 曲线 和 全 曲线 越 密 ， 那 些 完 
整 的 曲 迪 四边 形 就 越 接近 平行 四 边 形 ， 而 部 些 不 完整 的 曲 边 四 边 
形 的 面积 在 整个 申 硬 域 面积 里 所 占 前 比 董 就 越 小 ， 以 至 于 可 以 
有 0 
取 以 点 人 vy {ut dv, 十 ob 十 do), 《5 vdv) 为 顶点 
的 巾 边 四 边 形 ， 可 以 近似 地 把 它 换 成 切 平面 上 的 一 个 平行 四 边 
形 : 这 个 平行 四 边 彩 以 切 于 从 标 曲 线 的 向量 Todw 与 rudo 为 边 
(图 2-9)， 我 们 把 所 取 的 曲 边 四 边 形 的 面积 可 以 认为 近似 地 等 也 


一 ~ P' (wt dw ov dpy 


Ar b+dvy 


Ev) Pu-F dy, vy 
_ 图 “2-9. 
-Ts 


以 rudw, ya? 为 边 的 痒 行 四 边 形 的 面积 . 
由 于 平行 四 边 形 的 面积 铮 于 两 边 之 积 再 飞 以 它们 交角 的 正 
纺 ， 于 是 , 上 述 的 平行 四 边 形 的 面积 do 为 
Qo = {rudu xrodv| = |r, Xr, dudy 


因此 ， 期 面 域 吕 的 面积 og 可 由 二 重 积分 来 表示 ; 
go 的 面 积 =|[ao= (fir.x r, | dvdv (2. 25) 


这 里 的 区 域 罗 是 曲面 域 五 租 对 应 的 人 we, 妇 平 面 上 的 区 域 ， 由 十 
(ro XT) rr EF 0 
所 以 


的 面积 =| ~vEG Fidude . (2, 26) ， 


这 样 ,我们 夏 到 曲面 上 曲线 的 疗 共 ,曲面 上 两 方向 的 变 角 、 以 
及 曲面 域 的 面积 都 可 以 用 第 一 类 菇 本 其 五 起 来 宕 示 ， 奴 由 第 
一 基本 形式 出 火 所 能 建立 的 几何 性 质 称 为 曲面 的 内 容 性 质 或 称 内 
兽性 质 . 以 上 这 些 度量 性 质 都 是 曲面 的 入 蔓 性 质 
2.5 ”等 距 变 换 
给 出 两 个 曲面 
Ss: =r(w, +) 
Sy i=T, (1 pi) 
如 果 其 对 应 点 的 涛 数 之 辣 奔 在 一 一 对 应 活 须 ， 
中 寺 启 {ih 2 
V3 = PW) 


本 我 们 这 里 只 是 寅 于 地 接 导 了 了 面 面 的 面积 公式 .， 关于 而 而 而 和 概念 严格 
还 与 鹊 面 丁 各 公式 的 严格 推导 ， 详 见 C，Goffman 著 < 包 元 向 积 分 ?( 史 济 怀 ， 部 家 盘 
等 译 , 人 民 款 育 出 版 社 出 版 ,1979) 第 四 阐 第 ?7 书 .  … 


TDF 


销 数 mm 人 op 9) 连续 , 有 连续 的 偏 导数 ， 并 且 冰 数 行 列 式 


dCu , $1) 
a(w, 0) Baro 7 


则 仿生 之 间 的 一 一 对 应 关系 称 为 到 5, 的 蛮 摘 . 

因此 ， 如 果 访 入 ,之 间 有 符合 上 述 茶 件 的 对 应 关系 ， 则 在 
T(t 2 上 上 就 可 以 经 过 参数 变换 

i WL Cu 2) 
* b= v1(, 0) 

使 
Ti= [ns 2), piu, 0)] = TC, 9) 
即 & 也 以 xz "为 参数 , 

这样, 曲面 和 5S, 的 对 应 点 就 有 相同 的 参数 .因而 在 以 下 讨 
论 变换 时 , 如 无 特别 声明 , 总 假定 对 应 点 有 相同 的 参数 。 

、 在 束 写 相同 前 参数 时 ， 曲 画 & 上 的 点 (aa 切 对 应 虎 面 #5 上 的 
点 fi 他 ( 即 了 (6 用 .对应 Tw 9))， 曲 面 驴 二 的 基线 4 一 45 二 )， 
v=2(2) 志和 和 对 应 曲面 3 上 的 曲线 tw 二 玫 t)》， w=v(t) 
rr vt};， 也 就 是 对 应 
曲线 有 相同 的 方程 ， 类 面 S, Si 的 第 一 基本 形式 分 别 为 

I= Edw + 2Fduiv 十 人 dos 
Li=Edui2F dudv Gdv 
其 中 五 一 站 六 一 
盏 一 入 和 于 FT Ts GT . 
定 尽 ”曲面 之 问 的 一 个 变换 ， 妇 杂 它 保持 曲面 上 任意 曲线 的 
长 诬 不 变 , 则 这 个 变换 称 为 等 更 雁 痪 ( 保 长 变换 ) 
由 于 曲面 上 曲线 的 长 度 是 由 曲线 的 参数 方程 和 曲面 的 第 一 基 
本 形 式 所 确定 ,而 上 而 所 述 对 应 的 曲线 又 有 相同 的 姑 数 方程 , 所 以 
如 果 对 应 曲面 的 第 一 基本 形式 相同 : 
"96. 


1=J, 
出 即 . 
E(w, t=E Cu, 0), Fu,o)—=F{y, 9), Gu = 5D) 

则 曲面 沪 和 3: 之 间 的 变换 就 是 等 距 变 换 , 

定理 两 个 曲面 之 间 的 一 个 变 覆 是 等 距 的 完 要 条 件 是 经 过 适 
当选 择 参 数 后 , 它们 共有 相同 的 第 一 天 本 形式 . 

证 明 ”充分 性 已 证 , 以 下 证 明 必 要 性 . 

设 曲面 及 与 8 之 闭 的 一 个 变换 是 等 距 的 , 县 对 应 点 到 相同 的 
参数 , 则 &S 上 的 尾 意 一 条 则 线 r[eft)， 愉 t 加 和 3 上 的 对 应 由 线 
六 Eee v(t)3J 有 相同 的 长 座 , 即 对 于 [to, 的 任意 二 有 


[Vz (+e( 是 ) 玫 
Ve) +27( 人 (DR) 


因此 
Edu +2Fdudv + Gdv’ Edu 2F dudv ti Gdv 

对 曲面 态 , S 上 的 任意 对 应 曲线 都 成 立 . 

由 于 在 曲面 上 任 一 点 沿 任 意 太 向 都 有 曲线 ， 所 以 上 述 等 式 对 
任 一 点 和 任 音 方 向 ( 纪 : 拒 ) 是 恒等式 ， 则 。 

E=E,, F=F,, G=O, 

对 于 对 应 曲面 上 任意 一 对 对 应 点 都 成 立 . 

根据 这 个 定理 我 们 知道 ，. 仪 出 第 一 基本 形式 所 确定 的 韭 面 的 
性 质 ( 即 内 益 性 质 ) 在 等 片 变换 下 保持 不 变 . 因此 , 我 们 在 上 一 小 池 
中 所 学 过 的 曲面 上 曲线 的 颖 长 , 交角 , 曲面 域 的 面积 等 都 旦 等 距 不 
变量 ( 保 长 不 变 最 )。 今后 我 们 把 曲面 上 这 种 公 仅 用 只 也 .她 表示 
机 来 的 几何 县 称 为 曲面 的 内 薄 量 . 

例 正 螺 面 7 T= {eosg, gsing, gd)} 的 第 一 基本 形式 是 

+ 107 -. 


工 一 他 十 《8 二 -全 2) 合力 
而 基 链 面 racosh tcosd, acosh- sing， 入 有 


入 一 sinh .cost, sinh sing, 了 
好 人 
tf , t . 
LE | -ceosh 二 sinb， ocosh— cost, ol ~ 
疗 性 了 


再 一 sinlhz t+1=00h’, F=0, G=0co0sh’t 
让 a 如 
所 以 最 链 面 的 第 一 基本 形式 为 
1= coshs dt 十 中 802) 
如 果 令 
(u=asinh 5 
(se 
则 


4 二 oo coshz 志 
dw—cosh tdt, ge 一 az 
三 


代 人 悬 链 面 的 第 一 基本 形式 得 
. I=du? + Cw: To ydv? 1 
这 与 正 螺 面 了 = {wcosv, tsiat 0v} 的 第 一 基本 形式 一 至， 这 就 是 
说 , 上述 参数 之 间 的 对 应 关系 , 给 出 最 链 而 和正 爆 面 之 间 的 一 个 等 
距 变换 ， | 
“2.6 保 角 变换 ， 
定 尽 ”曲面 之 闻 的 - -个 变换 ， 如 果 使 曲面 上 对 许昌 线 的 交角 
相等 , 则 这 个 变换 称 为 保 朋 变换 (保有 形变 换 )， 
让 于 


在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 仍 假 定 两 个 曲面 的 对 应 点 有 相同 的 
参数 . 
定理 ”两 个 曲面 之 间 的 一 个 变换 是 保 角 变换 的 充 要 条 件 是 它 
们 的 第 一 基本 形式 成 比例 . 
”也 就 是 说 如 果 到 相同 参数 时 , 两 个 曲面 的 第 一 基本 形式 
I=Edu: | 2Fdudv | Gadv’ 
Wi 1, =Edw? + 2F.dudv + Gdv 
"有 ". ., . 
1, = A (Cu, vo)I ACw, 2) FAO 
即 第 一 类 基本 量 成 比例 : 
Ei:E=F:F=0.:0 
证 明 友信 和 由 
=Ap, P=AF, G,— 2G 
代入 风 而 贞 坟 的 交角 公 并 21)， 则 得 知 对 应 册 面 上 曲线 间 的 
交角 相等 . 
必要 性 : 由 于 保 角 变换 ， 因 此 对 于 二 明 线 的 正 交 性 是 保持 不 
变 的 ， 所 以 从 公式 (人 2. 22): 
Bdudut F (dudv + dvéu) + Gdv8v = 0 
得 到 1 
EdudutF (dudvi+ dow) -Gdvdv=0 
消去 Bar, sw, 便 得 
BdutFdv _ FdwtGdv 
Eadthav Fawtardv 


由 于 和 dv 的 任意 性 ,在 咯 二 0 时 得 到 


抹 在 人 =0 时 得 到 
s F099. 


所 以 _ . 
Ei:E=F:F=G:G 
显然 , 短 一 个 等 险 变 换 都 是 保 角 变换 , 但 保 角 变换 一 息 地 却 不 
是 等 距 变 换 , 
例 “ 球 极 投影 币 出 球面 ( 除 北极 外 ) 到 平面 的 一 个 变换 (ii 
图 3-10)， 如 果 到 如 图 所 示 的 一 个 空间 直角 坐标 系 和 会 数 ww 出 


图 多 1 


对 应 点 卫 和 P 的 串 标 , 也 就 是 球面 和 平面 的 参数 谭 示 分 别 为 


a O89 


yy—2Rsinwcosusint 
s—2Rain’u 


me 

y=2Rtguysiny 

z=0 . 

其 中 如 是 球面 的 半径 , 则 它们 的 第 一 基本 形式 分 别 为 
I—4R*(du’ 十 sin? wcos? wdv’) 

和 . 

* EIiD * 


1, -A (gw siniteos? wdv 有 
CO 扰 


即 在 球 极 投 影 下 I 与 1 成 比例 ， 所 以 球 航 投影 是 妹 硬 到 平面 的 
一 个 保 角 变换 ， 


习 是 


1 求 双 曲 撼 物 面 r 可 任 十 好 ,让 一 切 ， 24 引 的 第 一 基本 形式 ， 

2 求 正 螺 面 r= {ucosp, wsino, bv} 的 第 一 基本 形式 ， 并 证 明 举 标 上 曲线 
互相 五 直 . 

3 在 第 一 基本 形式 为 _ 

工 = Go 十 sinhiedos 

前 曲面 上 , 求 方程 为 sw 一? 的 曲线 的 误 长 . 

4 设 一 全 曲面 的 第 一 基本 形式 为 

da —dy’+ (Ww a) de 

求 它 上 面 两 条 曲线 # 芋 9 一 0,w 一 vz 二 0 的 交角 { 注 痢 , 解 此 其 时, 不 需要 知道 曲 
箱 和 曲线 的 形状 ). 

5 求 曲面 s 一 azg 上 维 标 曲线 z 一 5o 8 一 ge 的 交角 。 

6 孙 se- 曲 搁 和 et- 昌 线 的 正 交加 线 揭 柚 分 方程 . 

7 在 曲面 上 一 点 , 含 dw, ge 的 二 次 方程 

Pdw:-- 200dudv 1- Rdv 一 站 
确定 两 个 切 方 向 (du:dv) 和 (Bw:82) ,证明 这 两 个 方向 互相 七 直 的 充 本 条件 是 
ER—2FQ+GP=0 
8 证 明 曲 面 的 举 标 曲线 的 二 等 分 角 轨 线 的 微分 方程 为 
五 Go 一 各 Go 

9 说 曲面 的 第 一 基本 形式 为 ds?=dw? 十 (7 二 9dv?， 求 出 曲面 上 由 三 

妆 曲 线 习 一 士 so,p 一 荆 相 变 所 盛 的 三 角形 的 面积 ， 


43 ”曲面 的 第 二 基本 形式 
3.1 曲面 的 第 二 基本 形式 
在 $2 中 所 研究 的 对 象 都 是 属于 描 面 的 内 蕴 几 何 , 即 所 研究 的 
» 111。- 


只 是 曲面 本身 的 内 区 性 上 把, 而 不 依赖 于 曲面 在 室 间 电 如 何 杰 曲 , 为 
了 研究 曲面 在 空间 中 的 弯曲 性 ， 我 们 有 必要 引进 央 和 癌 的 另 一 
个 二 次 微分 形式 ,就 是 我 们 在 这 里 要 介绍 的 第 二 基本 形式 ， 

设 0 类 曲面 如 的 方程 为 

r=T7 (vy, ¢) 

- 即 ft 2) 有 过 续 的 二 阶 时 落 数 Tywy voy ?oo 

现在 固定 曲面 SS 上 一 点 Ptw 5), 并 设 且 为 曲面 在 PP 点 的 切 
平面 . ”i 

曲线 (中)， 

=u08),， v=0(8) 起 =rHw(s),v(8)] 

是 SS 上 过 请 点 的 一 有 曲线 , 其 中 8 是 自然 参数 . 设 户 是 曲线 (中) 上 
在 号 点 邻近 的 一 点 ,P 和 PP 点 的 自然 参数 的 值 分 别 为 8 与 8 十 As， 
即 卫 点 的 向 径 为 7T(8),P 点 的 向 径 为 (8 十 As)。 利用 泰勒 公式 
得 


一 上 1,. 
PP =r(s+ As)—r(s) =fAs+ 二 他 十 各 ) (As) 


共 中 limé8 王 0. 
三 人 D 


图 2-11 


设 科 为 曲面 在 三 点 的 单位 法 向 是. 由己 作 切 平面 了 的 重 线 ， 


一 -一 了 

黎 足 为 允 则 @P =om 其 中 6 为 从 平面 三 到 曲面 妨 的 有 疝 距 离 
{图 2-117). 

a Ii2* 


时 


由 于 


-一 一 > 
QP 10, 70 
所 以 有 
— 
d= QP' .nn 
-一 一 -一 孚 
= WP TPP) 
一 一 > 
=PP'-.n 
=[r{s+As) —r(s)]:1 


一 于 (二 zz-B) {As)? 


因此 当 pn 关 0 时 ,无穷小 距离 3 的 主要 部 分 是 


Tp.y CAsY 一 去-Fd 


2 
由 于 
二 十 To 
PE Rr TE ET RE 
有 况 因 为 
HT 二 :Ts 二 部 
质 以 


了 一 
引进 符号 : 
下 一 和 一 和 {2. 27) 
则 前 式 为 
I= r=Ldw + 2Mdvwdvi Ndv: 【2. 28) 
它 称 为 曲面 的 第 二 基本 形式 ， 它 的 系数 工 , 开 、N 称 为 曲面 的 第 二 
类 基本 量 . 
上 式 表 明 第 二 基本 形式 近似 地 等 了 于 犁 面 与 切 平 面 的 有 向 距离 
» 有 站 于 和 


的 两 倍 ， 因 而 它 肇 划 了 曲面 离开 切 平面 的 弯曲 程度 ， 即 肇 划 了 曲 
面 在 空间 中 的 桦 曲 性 . 
根据 上 述 讨 论 , 我 们 可 以 看 出 第 二 基本 形式 不 一 定 是 正定 的 ， 
当 盟 面 在 给 定点 向 # 的 正 侧 弯 曲 有 时 为 正 ， 向 基 的 反例 村 曲 时 
为 负 . 
现在 把 曲面 的 单位 法 向 量 
Fu To To Tp 
rr) VEG-I 
代入 (2.27) 中 , 就 有 


EG— F* 
(Tuvs YT 和 

WM= 
tun /pF 
(Foo Tns Ho) 
NTpo BE 


另 一 方面 , 对 关系 式 ndr 二 进行 微分 , 便 得 
dn-drtn-.dr=—0 
由 此 得 出 
. II=p r= dn dr 
第 二 类 基本 量 还 可 以 用 为 外 的 形式 来 表示 ， 由 于 Ts, mm 在 切 
平面 上 , 记忆. 


六 一 人 


将 上 两 式微 分 后 得 
-了 十 Tv 一 全 十 站 一 
Fgp* 扣 十 Tu* ?ty 一 避 Tow | Too 一 起 
与 (2.27) 比 较 , 我 们 得 到 


天 一 站 了 一 一 入 
i MM =rye "n= 一 一 
和 是 了 村 


N= 了 ,0 HH= —T, Fy 
例 1 计算 球面 ?= (Reos9cosgp, Reosgsingp, Rsin 介 的 第 二 
基本 形式 . 
解 T= (Rcosgcosgp, 下 cospasinm, Rsind) 
,=(— Reosdeing, Reosfeosp, 0) 
ToC— {Ct— Rsinfcosp, — Raintsing, Reosf) 
由 此 得 到 


B=r,-T,— Rcosd, F=r,rs—=0, G -rr RB? 


: £1 ee; es | 
na -RD —Reosgdsinp Reosbecosp o |! 


1 一 下 sinfeosg —Rsinfsing ReosO 


= (costecos ps coaGsing, singy 


区 由 于 

,= {— Reosfeosp, — Reostsing, 0) 

Tes—= (Rsindsing, —FsinOrosg, 0) 

TO— (— Reosteosgp, — Reostsing, — Rsin)) 
所 以 


L=7, n= —Reosd, M=r n=0, N=rw'R=—R 


因而 得 到 


II 一 一 (Reossgdpz Rapbo) 
对 于 曲面 的 特殊 的 套数 表示 #=s(r, 下 ,有 
T=(x, y, a(x, 的 
Tz=- (1, 0, P) 
Tr 0, 1, A) 
Fs (O00, 0, 7) 
Fry (0, 0, #8) 
r= (0, 0, #) 
15 ， 


a 


其 中 


_ 32 _9% 
rT os 
ar dray dy 


第 一 类 基本 基 为 
B=Ters=1+p, F=rrTy=p, G=rere=1 
第 一 基本 形式 为 
I= (1+p)dr:+ 2p9drdy + (1 + dy 
则 上 有 


好 一 了 和 _ 《一 外 一 如 DD) 
MBEG—F Mt 


由 此 得 出 第 二 类 基本 县 为 


无 一 入 .一 一 了 
MI+P+ 


- 号 
TT TFT 


t 


re irrre 


第 二 基本 形式 为 


I 2 dd To 
Tp T/T VY 


例 2 计算 氟 物 面 x 二 a(w: 十 亚 ) 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 
形式 ， 


解 ” 先 计算 
T==— 320， 8 一 二 一 一 243 
ez dx 本 
7 一 3 一 2 SF ty 24 


证 了 和 


再 计算 ， 

E=1+p:=1+4der, Fpo= dary, G=1+¥=1+ do 
也 二 了 一 20 _ _ 

AFP Madr doar 


本 
MrT 


20 


i 
™ M+PIY vi4dorw tt day 


由 此 得 到 
I={1+ daw ) dr: + Rarryarady-t (1+ dey dy: 
I 
v1 do + do:y? -dar do 
3.2 曲面 上 曲线 的 曲率 
由 以 上 的 讨论 我 们 已 经 了 解 到 曲面 在 已 知 点 邻近 的 弯曲 性 可 
以 由 曲面 离开 它 的 切 平面 的 快慢 来 决定 。 但 是 由 而 在 不 同 的 方向 
窒 曲 的 程度 不 同 ， 也 就 是 说 在 不 同 的 方向 曲面 以 不 同 的 速度 离开 
切 平面 ， 因 此 , 当 我 们 想 刻 划 茧 面 在 已 知 点 邻近 的 弯曲 性 时 , 就 需 
要 用 曲面 土 过 读 点 的 不 同 的 曲线 的 曲率 米 进行 研究 。 
给 出 0C? 类 曲面 5: 
r=r {wy, 芒 
过 竟 面 上 点 Ptw, 中 的 任 一 曲线 (0) 为; 


和 二 (8),， v=p(s) 


dy 


或 
r=riwu(s), (8)]=r(8) 
其 中 是 自然 参数 . 
我 们 仍 用 以 前 的 符号 ， 雇 & 和 有 8 分别 表示 曲 弘 {00) 的 切 向 量 
和 主 法 向 抽 ， 根 据 伏 雷 内 公式 有 
一 6 一 214 
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其 中 是 曲线 (0O) 在 也 点 的 曲 来 ， 
著 以 8 表示 曲线 (0) 的 主 法 

向 量 8 和 曲面 法 向 量 8 的 夹 角 

《图 2-13}， 则 
Fm= LB .n= Ecost 


另 一 方面 ， 由 于 


因此 


keost— Ld 十 2Mdudo + Ndv: 
T Edawt+oFdulov+Gdy 


(2. 29) 


上 式 中 的 右 端 依赖 于 第 一 ,第 二 闫 基本 量 入 . 由 于 辟 、 了 ,G， 
工 、M、N 都 是 参数 (iu 要 的 函数 ， 它 们 在 曲面 上 一 个 给 定点 一 都 其 
有 确定 的 值 ， 虹 是 章 线 在 该 点 的 切 方向 ， 所 以 对 曲面 .上 一 个 给 定 


点 入 曲面 曲线 在 该 点 的 更 方向 ， 上 式 右 端 都 有 确定 的 值 ， 因 此 苦 
在 曲面 上 一 个 给 定点 粗 切 的 两 条 曲面 曲线 ， 在 污点 它们 的 主 法 线 
有 相同 的 方向 , 则 它们 的 角度 9 也 相同 , 所 以 根据 (2.29)， 也 相 
同 . . 
如 果 在 曲面 的 任何 曲线 (C0) 上 一 点 已 作 通 过 (0) 在 P 虚 的 切 
线 与 主 法 线 的 平面 ( 即 密切 平面 ), 得 到 这 个 平面 与 曲面 的 截 线 . 这 
条 平面 曲线 与 向 线 {C) 具有 相同 的 切线 与 主 法 线 ， 所 以 曲率 也 要 
疗 ， 这 样 ， 对 于 曲面 曲线 的 曲率 的 研究 可 以 转化 为 对 于 这 症 面 上 
一 呆 平 面 戴 线 的 曲率 的 讨论 。 和 根据 这 样 的 分 析 ， 坟 下 我 们 引入 曲 
面 上 特殊 的 平面 截 线 . 

给 出 曲面 8 上 一 点 已 和 已 虑 处 一 方向 (四 一 梧 :g， 设 蔚 为 曲 
面 在 三 点 的 甘 方向 , 则 人 @) 和 #3 所 确定 的 平面 称 为 曲面 在 了 点 的 治 
» I * 


方向 (4) 的 法 截面 ,这 法 截面 和 曲面 3 的 交 线 称 为 曲面 在 P 点 的 治 
方向 (本 的 法 截 线 . 

设 方向 (d) =du:de 所 确定 的 法 截 线 (C0) 在 点 的 曲率 为 zs 
对 于 应 截 线 (Cu, 主 法 向 量 8 一 十 nx, 900 一 0 或 x, 所 以 由 (2. 29) 知 
_ 它 的 曲率 hi 之 0 为 


圭一 宇 
即 


b= 二 了 (2. 30) 


其 中 nn 和 (00) 的 主 法 向 量 8 的 方向 相同 时 到 正 号 ， 反 之 取 负 号 


《如 图 2-13), 即 法 截 线 向 天 的 正 便 村 曲 时 取 正 号 ; 反之 , 疝 于 的 反 
便 寺 赐 时 到 负 号 . 


图 2-13 


考 虚 明 面 上 一 点 在 一 方向 (d) 上 的 楷 曲 程度 仅 由 向 宇 0 还 不 
能 完全 确定 ， 还 要 考虑 曲面 查 曲 的 方向 才能 全 面 刻 划 曲 面 上 一 点 
在 方向 (四 上 的 弯 申 性 , 因此 我 们 再 引信 法 曲率 的 概念 ， 
定义 ”曲面 在 给 定点 沿 一 方向 的 法 曲率 如 为 
ho 法 截 线 向 各 的 正 侧 楷 曲 
一 加 ”法 蕉 线 向 +t 的 反 铀 村 曲 
由 公式 (2.30) 可 得 


» TI * 


_u . 
二 地 (2. 31) 


设 曲面 上 的 一 曲线 (C) 和 蒜 截 线 (0,) 切 于 点 P， 换 定之 ,它们 
有 相同 的 切 方向 (8) 一 dus: dv, 则 从 (2. 29) 和 (2. 31) 可 得 
k=cosd | 
根据 这 个 关系 式 ， 所 有 关于 曲面 曲线 的 曲率 都 可 以 化 为 法 曲率 来 
讨论 . 
若 设 B= 方 ,如 一 二 , 称 为 曲线 (0) 的 曲率 半径 ，, 秘 为 则 


线 避 的 的 曲率 半径 也 称 为 法 得 率 半 从 ， 则 上 式 又 能 写成 
: R=PR,cosb 

这 个 公式 的 几何 意义 可 以 叙述 如 下 

梅 尼 埃 (Meusniez 定理 ”曲面 曲线 4C) 在 给 定点 三 的 曲率 中 
心口 就 是 与 曲线 (0) 具有 共同 切线 的 半截 线 (Cu 上 同一 个 点 卫 的 
曲率 中 心 Cs 在 曲线 4C) 的 密切 平面 上 的 投影 (图 2-14)， 


例 3 震 给 出 的 釉 面 是 球 夏 ， 球 面 的 切 平面 垂 但 和 于 过 切 虑 的 
半径 ， 这 个 半径 就 是 球面 的 法 线 ， 扬 以 球面 的 所 有 法 线 过 它 的 球 
心 ， 因 此 在 球面 的 每 一 点 处 所 取 的 法 截面 必 过 球 心 ， 由 此 推出 所 
"TI20 。 


有 法 截 线 (由 是 球面 的 大 图 ， 并 
且 任 意 法 截 线 (Co 的 夯 率 中 心 C 
就 是 这 个 球 的 球 心 。 另 一 方面 ， 
车 了 肥 球面 的 任意 平面 截 线 为 昌 线 
(DO); 则 所 得 到 的 是 加 ,因此 (0) 的 
出 素 中 心 是 这 个 里 的 贺 心 0 (图 
2-15}.。 现在 如 果 从 (Co 的 盟 率 
中 心 Co (也 就 是 球 心 ) 作 贺 (C0) 
所 在 平面 的 垂 钱 ， 则 重 足 是 画 图 2-15 
《0O) 的 贺 心 ， 也 就 是 曲线 (0) 的 曲率 中 心 C. 

3.3 杜邦 (Dupin) 指 标 线 

通过 曲面 上 一 点 呈 可 以 作 无 数 多 条 法 答 线 ， 现 在 来 研究 这 些 
号 截 线 的 法 盟 率 之 间 的 其 系 ， 为 此 我 们 取 点 王 为 原点 ， 曲 面 含 的 
坐标 曲线 在 了 点 的 切 向 量 和。 为 起 向 量 ， 则 它们 构成 曲面 全 
在 了 点 切 平面 上 的 坐标 系 . 我 们 给 出 曲面 5 在 让 点 的 一 个 期 方向 
(中) = (du: 员 0), 设 各 是 对 应 于 方向 (中 的 法 曲率 ;11/5 为 法 曲率 半 
径 的 绝对 值 . 过 点 卫 沿 方向 (d) VE| 
【BEYr 二?udw 十 rv) 男 一 线段 " 


py, 使 其 长 度 等 子 V/ | 让 | ， 则 


对 干 切 平面 上 所 有 的 方向 , 不 
点 的 轨迹 称 为 曲面 在 点 的 
杜邦 (Dupin) 指 标 线 (图 2-16). 1 
现在 我 们 来 推出 杜邦 指标 图 2-16 
矶 在 上 述 坐 标 系 下 的 方程 ， 设 下 点 的 级 标 为 (2z, 力 ， 昌 


gr Lo Iriar du 
二 和 二 后 Ja vb rudet redv]| 


-= J21* 


把 上 式 两 端 平方, 注意 加 二 早 ,得 

Edu: + 2F dudv + Gdv 
las roMdudvo CNaviT 
由 于 du:dv=w:y, 上 式 可 化 为 


2 
Bax? 2 Exit2F ry+Gy 
Wt 


Eri+2Fry + GF= 


因此 

Ilir:+2Mryt+ Ny’:|=1 
即 

Lr+2Mry t+ Ny := 二 1 


这 就 是 福 邦 指标 线 的 方程 . 

上 式 中 的 系数 到 ,型 、 六 与 曲面 上 的 方向 无 关 ， 它 们 对 于 曲面 
上 已 知 点 米 说 即 为 常数 , 并 且 上 式 中 不 含 *.y 的 一 次 项 , 所 以 上 述 
方程 表示 以 书 为 中 心 的 有 心 二 次 虞 线 . 

这 样 , 蝎 面 上 的 点 由 它 的 枉 邦 指标 线 可 以 进行 分 类 ; 

1。 和 如果 EN 一 ss>>0, 则 点 王 称 为 曲面 的 三 本 点， 这 时 杜邦 
指标 线 是 一 背 辑 . 

2 如 果 LN 一 用 ?<0, 则 点 PP 称 为 曲面 的 双 曲 点 ， 这 了 时 杜邦 
指标 线 是 一 对 共 轿 双 曲 线 . 

3。 如 果 EN 一 2 一 0, 则 点 已 称 为 曲面 的 抛物 点 ， 这 时 杜邦 
指标 线 是 一 对 平行 直线 . 

4” 如 果 工 = 有 H= 久 二 0， 则 点 也 称 为 曲面 的 平 点 (平面 上 的 
点 都 是 平 点 ), 这 时 杜邦 指标 线 不 存在 ， 

3.4 ”曲面 的 浙 近 方向 和 共 示 方 交 

如 果 尸 点 是 曲面 的 双 曲 点 , 则 它 的 杜邦 指标 线 有 一 对 源 近 线 ， 
我 们 把 沿 新 近 线 的 方向 ( 轩 =dw:dv 称 为 曲面 在 了 点 的 渐 近 方向 . 
由 i222 所 


由 解析 几何 中 二 次 曲线 的 理论 可 知 , 这 两 个 渐 近 方向 请 足 方 程 
Lode? -2Modudv | Nodv:=0 

为 了 避免 混淆 ， 我 们 在 上 式 中 用 Lo Mo 分别 表示 关于. 在 

P 点 的 值 , 


由 靶 曲 率 的 公式 如 ~ 旺 也 可 以 得 到 渐 近 方向 的 等 价 定义 : 曲 


面 上 的 一 点 了 处 鸽 加 ==0 的 方向 称 为 曲面 在 已 点 的 渐 近 方向 . 
曲面 上 的 曲线 , 如 果 它 上 面 每 一 点 的 切 方 向 都 是 浙 近 方向 , 则 
称 为 渐 近 曲线 。 渐 近 曲 线 的 微分 方程 是 
Ladw +-2Nadwdvt Ndw: =— 人 0 ， 
命题 1 如 果 曲 面 上 有 直线 , 则 它 一 定 是 曲面 的 浙 近 幅 线 . 
证 明 ”因为 直线 的 曲率 =0, 所 以 澡 直 线 方向 的 法 曲率 如 = 
& cosf 一 0, 即 
Ldw +-2NMadudv + Ndr =0 


鸯 而 直线 是 曲面 的 渐 近 曲线 . 

命题 2 ”曲面 在 渐 近 曲线 上 一 点 处 的 切 平面 一 定 是 渐 近 曲 线 
的 密切 平面 ， 

证 明 沿 渐 近 曲线 有 如 一 0， 由 机 一 Ecos9=0 得 到 =0 或 
cosd=0. 

当 & 二 0 时, 渐 近 上 曲线 是 直线 , 这 时 曲面 的 切 平 面 通过 它 , 因 此 
切 平面 又 是 密切 平面 . 

当 上 8 关 0, co59 二 0 时 , 曲面 的 法 向 量 吞 直 于 浙 近 曲线 的 主 靶 向 
量 ， 因 此 曲面 的 切 平面 除 道 过 渐 近 曲线 的 切线 外 还 通过 渐 近 上 曲线 
的 主 准 向 量 , 所 以 它 又 是 渐 近 曲线 的 密切 平面 . 

如 果 曲 面 上 的 点 都 是 双 曲 点 , 财 曲 曾 上 存在 两 赦 渐 近 曲线 , 这 


”两 族 渐 近 曲线 称 为 曲面 上 的 渐 近 两 . 


命题 3 盟 面 的 曲 纹 坐 标 哆 是 渐 近 网 的 充分 必要 条 件 是 
。J25 


L=N=0 
证 明 ” 渐 近 网 的 方程 是 
了 二 MD 二 Oo 一 
曲 纹 坐标 辆 的 方程 是 
一 0 
到 
. du 一 0 成 dv=0 
车 荆 = 轩 =0, 代入 浙 近 网 方程 可 每 Mdwdv 一 0, 即 du 二 0 或 do 
=0， 反 之 , 带 B=0 或 中 二 0, 代入 产 近 网 方程 可 知 上 二 NW 二 0. 
, 设 曲 面 上 也 点 处 的 两 个 方向 为 (Q) =du:dy 和 (6) ==6w:69, 如 
汉 包 含 这 两 个 方向 的 直线 是 卫 点 的 杜邦 指标 线 的 共 思 直 径 ， 则 方 
同 { 只 和 ( 昌 称 为 曲面 的 兴 辐 方向 . 
我 们 已 得 到 杜邦 指标 线 的 方程 是 
Lor: 2Mory + No = +1 | 
设 共 轿 方 向 (四 和 (8) 上 的 两 直线 方程 分 别 为 y= Rr 和 8 一 
bw, 则 由 解析 几何 学 可 知 # 和 六 应 满足 共 略 条 住 
Lot MoCE+h) + Nokk'=0 
但 


k= = 了 一 do 
s de. ou 


因此 方向 (中 和 (6) 交加 的 认 分 必要 条 件 是 
Lodudut Mududv tavou) + Nodvdv=0 (2.32) 
由 于 
—0r= — (Mudu tired) (Fd rv0) 
= Ldudwut- Mtdudv+ drew T+ Nodviv—= 0 
其 而 方向 (D 种 (8) 共 轿 的 条 件 世 可 表示 为 
dndr=0 
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或 
Grdr —0 

当 ( 的 一 ( 信 时 (2.32) 变 成 渐 近 方向 的 方程 ， 因 此 渐 近 方向 是 
自 共 恩 方 向 . 

给 出 曲面 上 的 两 族 曲 线 , 如 果 过 期 面 二 每 一 点 ， 此 两 族 曲线 的 
靖 条 曲线 的 切 方 向 都 是 共 轿 方向 ， 则 这 两 族 有 曲线 称 为 曲面 上 的 共 
辆 网 . 

设 共 轿 网 的 每 一 族 曲 线 的 方向 分 别 为 () 和 (3)， 则 这 两 个 方 
向 应 满足 


Lawdu + HM (dud0 4 dvdu) -Ndvdv=0 (2.33) 
给 出 一 族 曲 线 的 微分 方程 
Adu+ Bav=0 {2.34) 


我 们 能 够 找到 与 它 共 颖 的 曲线 覆 的 微分 方程 ， 这 只 须 人 (2. 33) 和 
(2.34) 中 消去 本 :do 得 
TLou+ Mev MoutNov 
了 4 B 
饭 以 曲线 族 (2. 34) 的 共 思 曲线 族 的 方程 是 
(BL—AM)6u+ (BM— AN)6r=0 
特别 地 , 取 人 (2. 3 作为 坐标 曲线 dv 二 0, 则 它 的 共 罗 曲 线 族 是 
Lou+ Mdv=0 
要 使 这 族 曲 线 是 wy- 曲线 (3 一介 的 充 要 条 件 是 到 = 0, 因而 得 到 
命题 4 曲面 的 曲 绞 坐标 网 是 共 诺 爽 的 充分 必要 条 件 是 
M=0 
3.5 曲面 的 主 方向 和 曲率 线 
禾 面 上 一 点 三 的 两 外 方向, 如果 它们 既 正 交 又 共 乞 , 刚 称 为 曲 
面 在 P 点 的 主 方向 . 
设 这 两 个 方向 是 (四 =dw: dv, (6) 二 04:69， 出 于 正 交 性 ， 
» 125° 


他 一 


即 
Edudu+ Fidudv + dvdwu) 十 GEoOp 一 和 
击 于 共 斩 性 : 
Cr 一 0 或 人 das0 
好 


Ladudu t+ Hdudv taveon) + Naviv=0 
以 上 两 个 条 件 改 写 为 
(Eau Fdv Ba 十 《五 oo 十 人 人 DG 一心 
{Ladu- Mdv) Sut CMdw t+ Ndy)dv= 0 
从 纪 上 两 式 消 去 54.64 得 
BdutFav Fadyt+Gav 
了 TU 十 Me MdutNdv 
(2. 35) 还 能 写成 以 下 形式 
do dwiv dw 
加 FF 个 
工 uM N 


二 0 


或 


【2. 35) 


(2. 357 


(EM— FL)dw tH (EN—GL) du t+ (FN—GNM) dv =0 


这 是 和 :9p 的 一 次 方程 , 其 判别 式 为 
A= (EN—GI):—4(EM— FI (FN—GM) 


2F 2 
=| (BY-6D- 革 Ga 一 zD)| 
于 4 CO ) (EM— FD? 
所 以 当 且 仅 当 


EN—GL=EM— FL~=0 
“126” 


(2. 35)" 


《2. 36) 


夺 上 述 判 别 式 和 A=0, 42. 36) 可 以 写成 


了 一 元 一 区 《2. 37) 


因此 除 (2. 37) 的 情况 外 ,判别 式 A>0,， 这 就 是 说 ,方程 (2. 35)” 总 
有 了 两 个 不 相等 的 实 根 .因而 曲 商 上 每 一 点 处 (除了 


的 情形 外 ) 总 有 两 个 主 方向 。 它们 也 是 这 一 点 的 杜邦 指标 线 的 主 
” 轴 方 向 . . 
特别 地 , 如 果 曲 面 在 某 一 点 处 有 


这 种 点 称 为 曲面 的 睹 点 ， 在 脐 点 处 {2. 35) 是 恒等式 ,因此 脐 点 处 
的 每 一 方向 都 是 主 方向 ， 对 于 工 = 型 = 六 = 和 的 脐 点 在 前 面 已 经 
称 为 平 点 ，、 因 而 平 点 处 的 每 一 方向 也 是 主 方向 ， 我 什 把 三、 好 
不 同时 为 零 的 脏 点 称 为 图 点 ， 客 易 证 明 球 面 上 的 每 一 点 都 是 辐 
主 方向 的 判别 定理 { 罗 椰 弗 枯 (Rodrigues) 定理 } 
如 时 方向 {D = (du: dt) 是 主 方 向 ,由 
dn = Adr 
其 中 4 一 一 起 ,入 是 蔓 面 语 方 商人 @ 的 裤 曲 率 。 
反之 , 如 果 对 于 方向 (中 有 
drt = AGT 
则 (由) 是 主 方向 , 且 4= 一 如, 加 是 曲面 沿 方 向 ( 四 的 法 曲率 ， 
,证明 沈 证 定理 的 前 半 部 分 : 
设 ( 罗 是 垂直 于 (四 的 另 一 主 方向 、 由 2'n 二 1， 两 边 微 分 担 
机 :Gm 二 0。 这 关系 式 说 基 dm 在 切 平 面 上 , 子 是 
Ga 一 AT 十 HG 人 
s i274 


将 这 等 式 乘 上 6r, 并且 注意 br .6r 一 0( 这 是 畦 于 方向 (人 和 (本 的 

共 疾 性 ), 以 及 dr:5r7 二 0( 这 是 由 子 这 两 方向 的 正 交 性 ), 得 到 
Hdr)’=0 

因此 


由 此 


峙 把 这 等 式 恢 以 太 , 得 
dar :dn= HT 
由 此 得 


i= 于 


I 
和 再 证 定理 的 后 半 部 分 ; 
设 方向 (号 满足 
dn = Adr 
现在 要 证 明 它 是 主 方 向 ， 根 设 方向 (加 禾 直 于 (办 ,把 等 式 dz 
二 Ndr 科 上 上 打 得 dp:8r 一 0, 这 表示 方向 (Q) 和 (人 ) 是 共 轿 的 . 
因此 {四 和 0) 不 公正 交 , 而 且 共 罗 , 所 以 它们 都 是 主 方 向 . 
至 于 /= 一 如 的 证 明和 定理 前 半 部 分 相同 , 我 们 不 再 重复 . 
沿 面 上 一 曲线 , 如 果 它 每 一 点 的 切 方 向 都 是 主 方 向 , 则 称 为 曲 
率 线 , 它 的 方程 显然 是 
dy duydly du 
其 F 他 
IL MM N 


这 方程 确定 了 曲面 上 两 族 曲 率 线 , 组 成 曲面 上 的 曲 华 线 网 .. . 
可 以 证 明 , 在 不 禽 脐 点 的 曲面 片上 , 经 过 参数 的 选择 ， 可 使 曲 . 


率 线 网 成 为 曲 纹 汐 标 网 , 从 方程 (2. 35) 通 过 因 式 分 解 ,可 以 得 到 两 
=» 28 * 


一 站 


碟 曲 率 线 的 微分 方程 ， 它 科 可 以 写成 
Adu+BAv=0 (j=1, 2) 
的 形式 ,其 中 4,, B; 是 全 的 实 国 数 ， 设 证 为 它们 的 任何 积分 因 
子 , 则 dow 十 4.B1d0 与 和 Aylu 二 Bode 为 下 与 过 的 全 微分 
du=iAdut+hBidy 
di= A dsdu + A Body . 
在 曲 而 的 每 一 点 ,两 个 主 方 向 互相 垂直 ， 所 以 曲率 线 彼此 不 相 衣 ， 


行列 式 |4， 瑟 || 关 0 即 下 科比 行 列 式 


3 号 -| | 
du, w) [aA AB, 
引进 十 5 为 新 的 参数 , 则 曲面 的 曲率 线 网 成 为 新 的 曲 纹 坐 标 网 . 

从 这 个 证 明 还 可 以 看 出 ， 曲 面 上 任意 一 个 正规 曲线 网 都 可 以 
选 为 曲 纹 坐 标 网 . 

命题 5 ” 曲 画 上 的 曲 纹 誉 标 网 是 曲率 线 网 的 充分 必要 条 件 是 
F—-M=0. 

证 明 厂 =0 是 由 于 维 标 网 是 正 交 的 , 洗 =0 是 由 于 它们 共 圈 . 

例 4 在 旋转 面 7 二 {p(t)cos6, p(t)sin0, 8(t)) 上 子午 线 和 
平行 圆 构成 了 曲率 线 圆 ， 在 本 春 $ 1 中 已 介绍 过 旋转 面 的 曲 纹 举 
标 网 是 由 子午 线 和 平行 贺 所 组 成 ,而 且 对 于 旋转 面 Y = {p(t)cos6， 
p(tysin9, $Ct)), 我 们 可 以 计算 出 了 = 站 =0、， 因 此 , 旋转 面 上 的 
曲 纹 坐标 网 是 曲率 线 网 ， 即 旋转 面 上 的 子午线 和 平行 闻 构 成 了 曲 
面 上 的 则 率 线 网 . 

例 5 球面 上 每 一 点 都 是 圆 点 ， 平 面 上 每 一 点 都 是 平 点 ， 因 
此 , 球面 上 和 平面 上 的 每 一 条 曲线 都 是 曲率 线 . 

3.6 ”曲面 的 主 曲 率 , 高 斯 (Gaussy 曲 率 和 平均 曲率 

蔓 面 上 一 点 处 主 方向 上 的 法 曲率 称 为 曲面 在 此 点 的 主 曲 率 . 
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= A,As 


映 于 南面 上 一 点 处 的 主 方向 是 过 此 点 的 曲率 线 的 方向 ， 因 此 主 铀 


来 也 就 是 曲面 上 一 点 处 沿 曲 率 线 方 向 的 法 曲率 . 


现在 我 们 要 研究 在 曲 而 上 一 点 ( 非 罚 点 )， 法 几率 随 着 方向 而 


变化 的 规律 .还 要 证 吉 主 曲率 是 法 曲率 的 最 大 值 和 最 少 值 . 


在 曲面 3:Y 王 (fw 切 上 选 昌 率 线 山 为 曲 兹 坐标 网 , 则 王 = 弄 一 
0, 这 时 对 于 曲面 的 任 一 方向 {g = 中 :du， 它 的 革 曲 率 公式 就 简化 


成 


Pt _ Law -tNdo? 
"1 Edad 


沿 vw- 曲线 (4v=0) 的 方向 对 应 的 主 曲 率 是 机 二 拓 
沿 v- 曲 线 (du 一 0) 的 方向 对 应 的 主 曲 率 是 名 = 之 


设 引 为 任意 方向 经 和 wy- 曲线 (5v= 站 方向 的 灯 角 , 则 


Edudu +- Flaudv + dveu) -+ Gadviv 


(2, 38) 


‘2, 39) 


oo 


Edudw 
二 A 
~ Baui+Gdvi Eou 
所 以 
cos20 一 Lou 4 
再 Gu + Odv: 
而 


EE 站 。 Gav 
的 人 一 一 03 -pa 
由 于 (2. 38) 可 表示 为 
_ 工 dz NN Gav 
“BERTGa OG Ede tadav 
由 此 把 (2.39), (2, 40), (2, 41) 代 入 上 式 得 
ba—=Rcos:0-t+ ksin’gd 


加 


"I30" 


(2, 40) 


C2. 41) 


{2. 42) 


这 全 公式 称 为 欧 拉 (Euier) 公式 在 脐 点 这 个 公式 仍然 正确 , 因为 
这 时 有 ,= 如, 而 沿 任 洽 方向 的 法 划 率 5 = = 二. 

欧 拉 公式 表示 只 要 知道 了 主 曲 率 , 则 任意 方向 ( 奶 的 甘 出 率 议 
可 以 由 (路 和 ww- 上 曲线 的 方向 之 乌 的 夹 角 来 确定 ， 

以 下 我 们 介绍 有 关 主 曲率 的 一 个 命题 : 

命题 6 曲面 上 一 点 ( 非 脐 点) 的 主 曲 率 是 曲面 在 这 点 所 有 方 
向 的 法 曲率 中 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 胡 设 厂 过 (如 果 训 之 各 ,可 以 交换 坐标 ww 和 %)， 

由 欣 拉 公式 知 . 

kcond ik (1 — cos0) 一 有 + (Ek — ks} con'd 
则 
Es— Eto— {ks — Fi) eos dO 


因此 
kk 
同样 又 可 以 得 到 
下 一 及 一 《有 一 起 ) sing0 
因此 
天 
好 
< 
这 就 是 说 , 主 曲 率 ,5, 是 法 曲率 六 的 最 大 慎 和 最 小 侍 ， 
现在 我 们 来 导出 主 曲率 的 计算 公式 ， 
` 由 罗 德 里 格 定 理 , 说 主 方 向 (四 有 
dn = — vdr 


其 中 为 主 曲 率 , 即 有 各, 上 式 久 可 以 窟 成 
idnt ado = — Ey (Ti Tv 
上 式 两 边 分 别 点 乘 ru 了 ,得 


也 FT = 


Lt ry) 
Yomi To Hd = — br(ro Td Tr, Td) 


了 凡 得 到 
—Tdu— Mdr = — Er(Bawt Fdv). 
— Md Ndv= -Er(Fady+ Gdv)} 
整理 后 , 得 
(PL— Er du (HM— Fhr)dv=0 (2. 43) 
(NFR)adut (N— GRy d=0 (2. 44) 


从 (2, 43), (2.44) 消 去 dx,dz, 则 得 主星 率 的 计算 公式 
Lk Mk 
M—kF NkrG|™ 
即 
(EG— FE — (LG—2MF +NE) Rs + (LN— M0 
(2.45) 
下 面 介绍 在 曲面 论 的 许多 问题 中 起 重要 作用 的 两 种 曲率 . 


设 和、 和 为 曲面 上 一 点 的 两 个 主 曲 率 ， 则 它们 的 蒋 积 刀 加 称 
为 曲面 在 这 一 点 的 高 斯 曲率 ， 通 常 以 帮 表 示 ， 它 们 的 平均 数 


互 (力士 敬称 为 曲面 在 这 一 点 的 平均 曲率 , 通常 以 召 表 示 。 由 方程 


《2, 45) 利 用 二 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 ， 便 得 


LILIN--NM!: 
高 斯 曲率 下 = hh FE 


1 _IG—2MFINE 


对 于 曲面 的 特 苏 参数 表示 2==sztz, 扩 ,由 于 
Balt+p, F=pa, GO=1+4 
EG—F?~1+4 2 二 
«132. 


号 


Vi “TO 


t . 
VI 
因此 得 . 
ri— 8’ 
Try 
Fr pgs +t (1+p°)t 
人 1 二 环 十 色 ) 
例 8 求 旋转 曲面 "一 {p(w) cosg pa sin0, v0}, ptW)>0 
的 高 斯 曲率 和 平均 曲率 ， 
解 r= p(t eos0, p(n) sind, ¥(u)} 
r= {yw'ecoad, ww'aing, pC 
r= {(—Paing, peosd, 0 
E=ryre—p + F=rers=0, G=r,"T4= 9p 
VB-F eVorT 


= rexre 【一 切 'cos 昌 一 攻 sing, p' 
VEG MP ry 


ru (Peoab, p'sing, YP’) 


ru = (—P' sin®, fp cost, 0) 
ru={t—Peob, —wsinfd, 0) 
Lan — Sr, = = 


mo 一 TPRTWT 
特别 地 , 取 x0Os 平面 上 最 初 的 曲线 为 z= w( 人 , 即 取 坐 标 # 作 
为 最 初 的 曲线 的 参数 , 那么 有 
R=PW) 一 下 
# I33*" 


则 得 

__ 四 

了 一 AT M=0, No JTEE 
因为 下 = 王 型 =0， 所 以 旋转 面 的 坐标 曲线 (子午线 和 绊 线 ) 是 曲率 
线 ， 并 且 主 山 率 为 


nr 


LL__ vw 
Tp 
2 
GG pvitp™ 
所 以 曲面 在 一 点 的 高 斯 曲率 为 
_ _ pr 
Eh PT PY 


平均 鞭 率 为 


1 1+o9 — pp" 
吾 二 5 (Ck) TE ) 291 op 


例 7 一 个 曲面 如 果 它 每 一 点 处 的 平均 曲率 豆 一 0 称 为 极 小 
曲 看 ( 详 见 本 章 8 6). 可 以 证 明 , 以 空间 闭 曲 线 为 边界 的 申 面 域 中 ， 
面积 最 小 的 此 面 必 是 极 小 曲面 ， 即 平均 曲率 为 零 的 曲面 ， 概 小 井 
面 的 实际 模型 是 将 在 空间 中 杰 曲 的 铅 丝 浸 和 肥皂 溶液 中 ， 取 出 时 
所 得 的 皂 腊 曲面 . 
现在 我 们 要 求 出 极 小 旋转 曲面 即 求 出 互 一 0 的 旋转 曲面 。 
由 例 6 中 可 知 

‘lip -pp yo 


pp DT 
所 以 
1 十 凶 “一 gp "一 0 
由 此 得 
pp _P 
1+tP” 9 
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即 


诗人 atl+9))'= (np)’ 


积分 后 我 们 得 到 

p=aM1+9 ， 6 一 常数 
或 者 

A 
上 和 式 可 以 变 成 

本 
积分 后 得 加 

Es 


妈 
pts) 一 恒 (e" “十 e 857) 


这 里 省 去 了 积分 常数 ， 因 为 它 只 不 过 表示 向平 行 于 旋转 轴 的 平移 
而 已 . 
因此 曲面 是 由 基 链 线 


z= (est ee) 


旋转 而 成 ， 称 为 悬 链 而 ， 在 形状 上 它 很 象 压 离 了 的 单 叶 双 曲 话 
转 面 . 
3.7 ”曲面 在 一 点 邻近 的 结构 
为 了 研究 曲面 的 变 曲 性 ， 我 们 注意 到 高 斯 曲率 区 与 LN 一 2 
是 同 号 的 ， 这 是 因为 
#13 s. 


一 了 人 
K= 讶 = 六 
上 式 中 分 母 总 是 下 的 ( 因 BG 一 形 = (xro) :守候 ， 榴 比 玉 的 符 吨 
由 NW 一 并 ?的 符号 来 确定 , 从 而 ,了 >>0 的 点 是 搞 贺 点 ,正之 0 的 虚 
是 双 曲 点 ,下 =0 的 点 是 抛物 点 或 平 点 . 
现在 我 们 分 别 讨 论 曲面 在 每 一 类 点 的 邻近 的 情况 ; 
1” 椭 贺 点 


E>0 或 LIN 一 M0 
这 时 主 曲 率 如 ,Es 辣 竺 , 即 丰 六 0 区 人 0 或 站 一 0 和 <0. 

适当 地 选择 曲面 的 法 向 量 mz, 我 们 可 以 只 考虑 和 如 都 大 于 
零 的 情形 ， 

根据 欧 拉 公 式 

b=E co 0 Feintg 
所 以 盟 柚 的 任意 方向 的 法 曲率 都 天 于 零 ， 而 b, 就 是 相应 的 法 载 
线 的 曲率 ， 

以 上 说 明了 曲面 说 所 有 方向 都 彰 同 一 和 侧 弯曲 . 

由 于 主 曲率 所 盖 0, 总 >0， 这 就 是 说 主 方向 上 的 两 个 靶 截 线 的 
曲率 分 别 为 下 和 总 ， 记 两 个 法 截 线 都 是 平 面 曲 线 .， 根据 第 一 章 
§5 的 结果 知道 它们 的 近 羽 曲线 
的 方程 分 别 为 

= 时， 3 学 


这 是 两 傈 执 物 线 ， 由 此 可 以 看 出 
上 曲面 在 椭 贺 点 邻近 的 形状 近似 于 
祷 回 抛物 面 (图 2-17). 
2” 双 曲 点 图 2-17 
下 <D 或 工 8 一 于 2 一 0 
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这 时 渡 井 率 总 , 忧 异 导 ， 适 当地 选择 曲面 的 准 向 量 疡 后 有 


0 Ek >0 
因此 对 应 于 主 方向 的 两 条 法 截 线 中 有 一 条 朝 中 的 反 向 弯曲 ， 另 -~ 
条 朝 n 欧 正 向 次 曲 . 


根据 欧 拉 公 式 
: b=kcos d+ ksin’d 
得 到 各 个 方向 的 法 曲率 五 的 变化 情 襄 如 下 表 : 


0 到 bE 3 37 


a 


Es EA OE A Nh 


由 此 可 以 丰 出, 尘 曲 率 在 四 个 方向 上 为 零 , 它们 就 是 双 曲 点 的 浙 近 
方向 (图 2-18)， 也 就 是 杜邦 指标 线 的 渐 近 线 的 方向 
有 0 


图 2-18 
我 们 进一步 用 欧 拉 公式 可 以 求 出 渐 近 方向 所 对 应 的 8 慎 . 
由 于 
En=bicos’0+ bsin bg 一 0 
所 迪 


好 


二 站 训 7 所 


站 一 士 ate 5 一 如 
2 


渐 近 方向 的 卫 对 对 顶 角 中 ， 一 对 对 顶 角 包含 具有 $< 三 0 的 医 裁 线 

前 方 商 ， 对 于 这 些 方 庙 曲 面 朝 于 的 反 商 弯曲 。 另 一 对 对 顶 前 包含 

具有 到 记 0 的 闪 截 线 的 方向 ， 对 于 这 些 方向 曲面 朝 # 的 正 向 

弯曲 ， . 

现在 我 们 来 观察 主 方向 上 法 截 线 的 形状 , 它们 分 别 近似 于 栅 

物 线 : 
y= (hb.<0) 


y= 各 (ks >>0) 


其 申 前 一 个 朝 rn 的 反 向 弯曲 ， 后 一 个 朝 n 的 正 向 弯曲 。 因此， 曲 
面 在 双 曲 点 邻近 的 形状 , 近似 于 汉 由 抛物 面 (马鞍 面 ) (图 2-19). 


国 2-18 


3° 抛物 点 
下 二 0 或 LN 一 :一 0 
这 时 a, 中 至 少 有 一 个 等 于 零 ， 适 当选 取 法 向 其 后 有 
天 1< 人 0， 大 3 一 站 

因此 对 应 于 主 方向 的 两 条 基 截 线 中 有 一 条 朝 半 的 反 向 村 曲 ， 另 一 
全 主 方向 是 浙 近 方向 ， 由 于 这 时 除 加 =0 外 ,加 总 是 到 和 负 值 , 因而 
除 渐 近 方 向 外 , 一 切 法 截 线 都 朝 n 的 反 向 弯 此 . 

根据 第 一 章 $ 5 的 结果 , 主 方向 上 法 截 线 的 形状 分 别 近 似 于 
e 113 和 


一 有 
-如 
y= 


其 中 前 一 个 由 于 天 <0, 因此 是 朝 n 的 反 向 弯 申 的 抛物 线 ， 后 一 个 
为 立方 抛物 线 ( 图 2-20)， 


图 2-20 
对 于 平 虑 来 说 工 一 形 一 六 一 0 因此 主 曲率 如一 如 一 0 这 时 主 
方向 上 两 条 法 截 线 的 形状 都 近似 于 立方 抛物 线 : 


1 + 
y= 


一 = 


3.8 高 斯 赐 率 的 几何 意义 
从 以 上 的 讨论 我 们 了 解 到 高 斯 曲率 的 值 所 给 出 的 对 于 面 面 的 
一 般 弯 由 性 的 分 析 十 从 各 个 方向 的 车 曲 率 分 布 概括 出 来 的 ， 如 果 
不 利用 关于 了 昌 面 曲线 的 研究 结果 ， 而 直接 讨论 高 斯 里 率 的 几何 意 
又 ， 就 可 以 更 表 显 地 说 明 上 述 事实 ， 为 此 我 们 先 介绍 曲面 的 球面 
表示 . . 
设 o 是 曲面 8:?=r(w,，v) 上 一 块 不 天 的 公 域 ,另外 再 作 一 音 
位 球面 ， 现 在 我 们 建 六 og 中 的 点 和 单位 球面 上 的 点 的 一 一 对 应 关 
系 如 下 : o 中 任 认 一 点 Pt 72)， 作 曲面 在 三 点 处 的 单位 法 向 量 天 
二 HR(w%， 人， 热 后 把 rs 的 始 端 平移 到 单位 球 的 中 心 ; 则 x 的 另 一 端 
“139 。 


点 就 在 单位 球面 上 . 设 该 点 为 它 , 这 样 对 于 上 曲面 的 小 区 域 o 中 的 每 
一 点 Fe of oOEo 与 球面 上 向 径 为 z(t， 的 玲 一 的 点 对 应 . 
因此 ， 曲 面 上 所 给 出 的 小 区 域 o 单 值 地 表示 到 单位 球面 的 对 应 区 
域 ">” 上 ， 这 就 是 说 ， 建 立 了 曲面 的 小 区 域 o 到 单位 球面 上 区 域 
cr 的 一 一 对 应 (由 于 取 区 域 o 充 分 小 ， 因 而 可 以 使 此 对 应 是 一 一 
的 ), 我 们 把 曲面 上 的 点 与 球面 上 的 点 的 这 种 对 应 称 为 曲面 的 球面 
表示 (图 2-21), 也 称 为 高 斯 上 射 . 


天 


图 ”2-21 


当 了 点 在 曲面 人 上 描 出 一 曲线 时 ， 通 过 球面 表示 它 的 对 应 点 
P' 在 单位 球面 上 也 描 出 对 应 的 曲线 ， 因 此 ， 当 卫 点 在 曲面 上 描 出 
一 微小 弧 Zs 时 , P' 点 在 球面 上 也 描 出 一 微小 弛 zs*， 
定义 ” 则 面 的 第 三 基本 形式 为 
IIT =ds*?— adn? = edu: + 2fduadr + yadv 
换言之 ， 曲 面 的 球面 表示 的 第 一 基本 形式 叫做 原 上 曲面 的 第 三 基本 
形式 . 
由 于 
TI 一 如 一 (ra tn dw)? 
= Hu 2 Hud Ho Hy 
所 以 、 
eu 了， 了 一 了 pts, = po 
2 了 .9 到 艇 曲面 的 第 三 类 基本 旺 . 
以 下 证 明 第 三 基本 形式 I 可 以 用 第 一 和 第 二 基本 形式 来 表 
4O 。 


示 . 为 此 , 我 们 选取 曲率 线 现 为 坐 称 较 ， 则 曲面 8 的 第 一 、 第 二 大 
本 形式 可 以 写成 
T= Edw’ Gav’ 
IH= Ldu:+ Nadv’ 
由 于 我 们 选取 了 曲率 线 网 为 坐标 网 ， 圾 +。 和 mm 分 别 为 主 方向 , 设 
,Ks 分别 为 4- 曲 线 方 向 和 -曲线 方向 的 主 曲 率 ， 则 根据 罗 德 里 
格 定 理 


(2. 46) 


ms =r, oo= 一 大 
由 此 可 得 

eo 二 10H = hr i 
_ 于 一 fu no = Fbory' ro 0 
9 一 ?mo 一 三 了 一斑 全 

所 以 

I = 8 du: + Ei Gdv? (2, 47) 

同时 
IL=—ure kr = 
站 一 一 天 一 大 2 = Eo 

因而 


I1= .Edu LGdv! (2. 48} 
从 (2. 46), (2. 47), (2. 48) 得 到 
IIT— (FR T= 0 
由 了 高 斯 曲率 瓦 二 kikz, 平均 曲率 豆 一 因而 灿 而 的 三 


个 基本 形式 之 间 有 如 下 的 线性 关系 : 
HI—2HII+ .KI=0 
因为 三 个 基本 形式 与 五 下 都 眼 坐 标 曲 线 的 选择 元 关 ， 所 以 这 个 
关系 式 对 于 曲面 的 任何 坐标 都 成 立 。 
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这 样 我 们 证 明了 曲面 的 第 三 基本 形式 可 以 由 第 一 、 第 二 基本 
形式 来 表示 ， 

现在 我 们 研究 高 基 曲 率 的 儿 何 意义 ， 曲 面 的 小 区 域 > 在 球面 
”表示 (高 斯 映射 ) 下 对 应 到 球面 的 区 域 o*+。 如 果 当 曲面 在 这 块 o 
上 恋 曲 的 程度 越 大 时 , 它 的 对 应 球面 区 域 0* 也 就 越 大 ， 因 而 0 的 
沦 曲 程度 可 堆 用 o* 的 面积 对 于 o 本 身 的 面积 的 比值 来 刻画 。 曲 
面 在 已 知 点 处 的 查 曲 程 广 自 然 就 用 这 个 比值 当 o 收缩 成 点 P 时 的 
极限 来 衡量 ， 以 下 我 们 要 证 明 这 个 极限 就 等 于 在 书 点 的 高 斯 项 率 
的 绝对 值 ， 

命题 7 曲面 上 也 点 邻近 的 区 域 吕 在 单位 球面 上 的 表示 是 
oot 的 面积 与 区 域 o 的 南 积 之 比 , 当 口 趋 于 曲面 上 已 知 点 己 时 ， 
这 个 比值 起 王 曲面 在 己 虚 的 高 斯 丰 率 的 绝对 值 ， 即 


[所 二 和 
证 明 ”由 本 章 8 了 2 的 (2 25) 有 
og 的 面积 = 有 tv xrolduuo (2, 49) 
or 的 面积 = | xmlauae (2. 50) 


J 


“ 多 式 左 边 的 积分 区 域 为 曲 纹 坐标 的 的 变化 区 域 ,而 42 同时 
为 这 两 个 积分 中 的 变数 ， ， 
此 外 由 于 向 量 积 
zxXyo 和 9 Xe 
分 别 是 曲面 与 球面 的 法 向 其 , 且 因 对 应 法 线 互 相 平行 ， 所 以 
一 人 (2. 51} 
为 确定 关子 不 两 边 点 缚 向 量 了 xr。 
Xe Xo) Cr XYy) 
"1142 


根据 拉 格 亡 日 慎 等 式 有 


HuTwy Tu" Th a 和 fa 全 


和 


即 

LN— NM?—A(EG—F’) 
由 此 得 
代 人 《2, 51) 则 有 

st XH O—= ECT XTo) (2. 52) 

把 . 

lnex rl = IKE||r.xr,l 
代入 {2.5 站 得 


ca* 的 面积 = {El| |rex roldudy 


应 用 一 重 积分 的 中 值 定理 ， 就 有 
or 的 面积 = |Eo||[r。xroldudv=1Kol.(o 的 面积 ) 


其 中 下 a 表示 高 斯 昭 率 在 区 域 o 中 某 一 内 点 外 的 值 . 
现在 讶 区 域 o 赵 于 点 PP, 这 时 点 龟 也 趋 于 P., 于 是 从 上 式 得 


lm 5 加 =limlKo [limlKol™ | 五 =| 


由 此 得 到 曲面 在 王 点 的 高 斯 曲率 的 绝对 值 的 并 何 意 允 是 单位 
球面 上 的 区 下 0* 的 面积 与 曲面 上 的 对 应 区 域 o 的 面积 之 比值 , 当 
o 趋 于 P 时 的 极限 . 
以 下 给 出 在 球面 表示 时 高 斯 曲率 的 符号 的 几何 意义 。 由 于 
ny X1 = Kr rp) 
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其 中 rs xm， 是 曲面 的 法 向 量 , rs xy 是 球面 的 法 向 量 . 

五 2>0 表 示 这 两 法 癌 量 指向 一 致 , 因此 从 rx 到 mr。 的 旋转 方 商 
和 zz 到 6 的 旋转 方向 相 辕 、， 环 <0 家 示 这 两 法 同 量 的 方向 相反 ， 
从 六 了? 到 Te 的 旋转 方向 和 从 ms 到 ms 的 旋转 方向 相反 。 


习 是 
1 计算 若 链 面 


r= {coahycosv, cos hysing, vy} 
的 第 一 ,第 二 类 基本 量 . 
2 计算 撒 物 国 2z 一 521 十 4z1zs 十 273 在 原点 的 第 一 ,第 二 基本 形式 。 
3 证 明 对 于 正 蝶 面 
r= {ueogg, sainv, 89}, — OE, 一直 吕 
外 处 有 EN 一 2FWN 二 QL-=1. 


4 求 出 抛物 面 z= 却 (oz* 二 By?) 在 (0, 信 点 和 方向 (Adz:dy) 的 法 曲率 ， 


5 利用 法 昭 率 公式 如 一 车 证 蜗 在 蒜 画 上 对 于 任何 曲 绞 举 标 第 一 ,二 关 
基本 二 成 比例 . 

6 求证 在 正 晶 面 上 有 一 族 渐 近 线 是 直线 , 另 一 雍 是 絮 施 线 ， 

7 来 曲面 z=#y? 的 渐 近 线 . 

8 证 明 在 曲面 f(z) 十 g (8 上册 线 族 < 一 常数 ,9 一 党 数 构成 共 白 网 . 

9 确定 螺旋 面 *=seosv, y= 4sinv,# 二 6v 上 的 曲率 线 . 

10 找 册 及 曲面 z=9z# 上 的 曲率 纵 . 


11 求 曲 面 ?== 近 也 一 功 ， 台 (二 加， 雏 } 上 的 曲 线 的 方程 
12 给 出 曲面 上 一 条 曲率 线 本 ， 设 六 上 每 一 处 的 副 法 向 量 和 此 本 在 该 
点 处 的 法 向 是 底 定 角 . 求证 厂 是 一 平面 曲线 , 


13 如 果 一 曲面 的 曲率 线 的 密切 平面 与 切 平 画 交 成 定 角 ， 则 它 基 平 面 
曲线 ， 

14 求 正 螺 面 的 主 曲率 . 

15 确定 抛物 面 sz= ads 十 工 ) 在 人 人 点 的 主 井 率 。 
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16 
常数 . 

17 

18 

.0 

20 

21 

22 

23 


征明 在 曲面 上 给 定点 处 ， 放 相互 成 为 直角 的 方向 的 法 香 素 之 和 为 


证 胃 考 曲面 的 两 族 渐 近 曲 线 交 于 定 角 , 则 主 曲率 之 比 为 一 个 常数 
求证 正 螺 面 的 平均 曲率 为 零 

找 则 到 曲面 > 一 asg 在 点 2 一 9 一 0 的 平均 章 率 和 高 斯 曲率 ， 

证 明 曲 面 为 球面 或 平面 的 充分 必要 条 件 是 再 ? = 下. 

证 明 极 小 量 画 上 的 点 都 是 汉 曲 点 或 平 点 

求证 如 果 曲 面 的 平均 曲率 为 零 , 则 渐 近 续 构 成 正 次 网. 

在 z0z 平面 上 取 山 周 g 一 0，(z 一 区 1 十 好 一 二 他 > 国 ， 并 令 其 线 2 


四 旋转 每 图 环 画 ， 贺 环 面 的 姑 数 方程 是 


r={(8+acog yp) eosd, (b+acosg) sind, asingy 


C02m,0 坊 0<<2m), 求 税 环 画 上 的 桶 网 点 , 冯 曲 点 和 撒 物 点 。 


{第 23 题 ) 


$4 直人 纹 面 和 可 展 昌 而 


,1 直 纹 面 

由 直线 的 轨迹 所 成 的 曲 画 称 为 直 纹 面 ， 这 些 直 线 称 为 直 纹 面 
的 让 母 线 。 柱 面 、 锥 面 、 单 叶 观 曲面 ( 纸 短 面 )、 双 其 扫 物 面 ( 蕊 园 
面 ). 空间 曲线 的 切线 曲面 等 都 是 直 纹 面 ， 现 在 我 们 来 导出 直 纹 面 
的 参数 表示 . 

走 较 面 上 加 一 条 曲线 (0), 它 的 参数 表示 基 


=u) 


曲线 (C) 和 所 有 家 母线 相交 , 即 计 曲 线 (C0) 的 每 一 虞 4 二 ww, 有 一 直 
雪线 , 曲线 (CO) 称 为 直 纹 面 的 导线 。 


5 。 


设 p(o 是 过 导线 (CI 上 ako0 肯 的 直 母 线 上 的 单 他 向 量 ， 导 

钱 (0) 上 Fa (9 所 到 直 母 线 上 任 一 已 Pu, 四 的 距离 为 2 图 2-22)， 
则 向 名 可 以 表示 成 

一 和 (十 0 (2, 53》 

这 就 是 直 纹 面 的 参数 表示 . | 


图 2-22 


由 (2- 53) 可 以 看 出 直 纹 面 的 2- 曲线 (& 二 常数 ) 是 直 母 线 , w- 昌 
线 (一 党 数 ) 是 和 导线 (C) 平 行 的 曲线 ， 

我 们 来 计算 前 纹 面 上 任 一 点 Pa， 分 的 法 向量 关 。 它 平 行 于 
TexTfw 从 (2.53) 和 容易 算 出 : 
ru=a' (4) ob’' (2), r,=b(w) 


所 以 
TeoXxro=Q xb+vb’ xb 
”我 们 现在 来 讨论 当 P 点 在 申 面 上 治 一 条 直 导 般 移 动 时 ， 法 向 
最 关 的 变化 情况; 
情形 1: a x5tHb x6， 即 (a', bb A909, 
这 时 当 卫 点 在 一 条 直 峡 线 上 移动 时 ,参数 + 随 古 点 的 变动 和 
变化 , 周 此 法 向 量 "(或 切 平面 ) 弱 直 轩 线 而 族 转 . 
和 情形 2: oxbibxb, 其 (a, b,.0)=0.. 
这 时 当 P 点 沿 一 条 直 母 线 移 动 时 , 虽然 ? 变化 了 , 但 基 TvxT。 
if6* 


只 改变 长 度 , 不 改变 方向 ， 也 就 是 说 Ha= -rs 之 ra 保持 不 变 . 这 摘 


[rs Xr,| 

明王 点 镶 直 母线 移动 时 ， 它 的 法 向 景 ! 或 切 平 面 ) 不 变 ， 琵 时 直 纹 
而 衫 一 条 直 苹 线 有 同一 个 切 平面 ， 

对 于 直 级 面 了 一 a(o) 二 20 有 Te 5， 所 以 曲面 在 PP 点 
的 语 方 向 r。 的 法 截 线 就 是 直 以 线 , 这 是 一 条 直线 , 它 的 曲率 为 零 . 
根据 梅 尼 埃 定 理 名 = 二 kcos8， 因 此 忆 点 在 方向 7 上 的 法 曲 举 久 。 
三 0。 根 据 以 前 的 讨论 ， 只 当 PP 点 是 双 曲 点 或 抛物 点 时 才 可 能 出 
现 和 =0 的 情形 ， 这 说 明了 直 纹 面 上 高 斯 曲率 KK<<0. 

下 面 我 们 将 指出 对 于 情形 1 及 < 之 0;， 对 于 情形 2 有 下 =0. 

由 站 纹 面 的 参数 表示 

Fa + oh(lw 


得 到 
roam=Q" "二 Tob", 人 ut 一 b', roe=0 
单位 法 向 量 为 


raxr, a'xb+vh'xb 
[TRI MVEG—F 
由 此 得 第 二 类 基本 量 为 
FA 捍 
__b", 机， 四) 全 [Ke 和 和) 十 /人 DT(G 
~EG— FY 
(有 a 了) 


Nr 


N=r,,-n = 
再 计算 高 斯 曲率 
FLN-M' _~tb', oa, b)’ 


理 一 


EG—F? (EG— PY? 


因而 对 于 情形 1,(a', b,b') 去 0 有 高 斯 曲率 扩 <0. 而 对 于 情形 2， 
"i47 9 


(0, 6b,P)=0 有 KK=0. 


我 们 已 经 知道 对 于 法 曲率 如 有 如 一 于, 又 园 为 沿 着 站 纹 面 的 


直 和 母线 有 后 =0， 所 以 有 IL=0， 因 此 吉 纹 面 的 直 母 线 一 定 是 狐 
近 线 . | 

我 们 楼 考 虚 丙 条 无 限 人 近 的 直 母 线 的 相互 位 置 . 

先 定 文 直 纹 面 的 天 曲 线 . 

设 了 基 过 导线 上 点 ao 的 直 母 线 ， 是 过 导线 上 qtw) 的 邻 
近 点 (e+TAsD 的 直 母 线 , 作息 的 公 答 线 ( 图 2-23), 垂 足 分 别 


困 2-23 
为 形 和 形 ', 公 恒 线 好 于 的 全 是 开 当 Aw~>0 时 落 直 母线 赵 近 于 根 限 
位 置 型 o， 点 型 称 为 直 母 线 ! 上 的 原点 .下 面 我 们 导出 亚 点 的 向 
径 表 达 式 . 
垂 星 型 , 下 所 对 应 的 问 敌 为 

M: r=a(w) + vbw) 

M': TAT=A+TAG+T C+ Av) DTAD) 
由 以 上 两 式 得 到 

MEAr=AaivAb+Av(D + Ab) (2. 54) 
又 因为 用 履 ' 是 两 直 母 线 的 公 策 线 , 所 以 王 直 于 口 和 6-+AD， 因 而 
垂直 于 Ap。 这 样 有 | 
5 48 ， 


WE' .Ab -0 
把 上 2.54) 代 人 得 
Aa.Ab+eAB.AD- 二 As(b 二 AD) .AD5=0 
上 式 除 以 (Am)? 


-Aa Ab ,Ab Ab An AD _ 
DA 


当 Aw->0 时， 我 们 若 虚 开 开 "的 极限 位 置 . 在 这 里 我 们 假设 b (w) 
夫 0( 对 于 攻 ( 妇 一 0 的 情形 在 以 后 讨论 )， 
注意 当 Aw>0 时 有 


Aa ya 


Ab . 
Mm Re? 


Ab ， Ab pp 


这 时 (2.55) 式 为 

| arpb'ivb*=0 

因而 | 

ob 
pb'? 


把 它 代 入 到 了 二 a(lw) 十 tb(w) 后 得 到 大 点 的 向 径 表 枝 式 : 


r=at(u) -eb (w) (2.56) 


总 之 在 直 纹 面 的 每 一 条 直 有 母线 上 (假定 和 (00 关 人 六 有 一 个 腰 点 ， 
这 些 磋 点 的 较 迹 称 为 大 曲线 ， 在 方程 (2.56) 中 以 4 为 参数 ， 则 它 
表示 腰 点 向 答 的 变动 与 参数 4 有 关 , 也 就 是 与 母线 的 选择 有 关 . 
此 (2.56) 就 是 绥 提 线 的 参数 方程 ， 盯 曲 线 的 几何 意义 是 它 沿 直 纹 
面 的 狭 党 部 位 “围绕 着 ” 这 直 纹 面 ， 若 我 们 取 腰 井 线 为 导线 了 一 
(wD)， 则 在 (2.56) 中 腰 曲 线 的 向 径 * 就 是 导线 的 向 径 a， 因 此 得 
到 腰 曲 线 是 异 线 的 充分 必要 条 件 是 a*b=0 即 ai 上 bb. 


侯 生 
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4,2 可 展 曲 面 
在 $4.1 中 ,我 们 把 直 绞 面 1= 二 a(w) 十 vb(w) 分 为 两 种 情形 : 
1° wxbAb'xb,m(a',b, by); 
2° a'xbjib'xb,Mma’,b,b)=0. 
对 于 第 2 种 情形 的 直 纹 面 我 们 称 为 可 展 曲 面 ， 也 就 是 说 ， 可 展 昌 
面 是 铬 一 条 站 母 钱 有 同一 个 切 平面 的 直 纹 面 ， 
命题 1 每 一 个 可 展 曲 面 或 是 柱 面 , 或 是 锥 面 , 或 是 一 条 曲线 
的 切 钱 明 面 . 
证 明 ”对 二 可 展 曲面 有 (a', 5, b7) 一 0, 我 们 取 厅 曲线 为 导线 ， 
即 此 时 有 a"*b’=0. 
iD 妆 人 对 一 0 时 ,wa (一 常 疝 
其 , 这 表示 上 腰 曲 线 退 化 为 一 点 , 也 
就 是 说 ， 和 条 直 母 线 上 的 睫 点 都 
恒 人 台 ， 我 们 得 到 以 所 有 母线 上 从 
汞 的 厦 点 为 顶点 的 锥 面 ( 图 2-24)， 图 2-24 
i 当 a' 去 0 时 , 由 条 体 (a', bb, 5b”) 一 0,a".b' 二 0 并 且 |6|=1， 
bb' 得 到 a'#b， 这 时 得 到 切 于 腰 则 线 的 切线 临 面 (图 2-25)， 


夸 曲 线 
团 2-25 图 2-26 
i 当 如 一 0 时 ,b(n 二 常 向 量 ,这 表示 柱 面 ( 图 2-36)。 
有 反 过 来 也 成 立 , 即 : 


每 一 柱 面 . 锥 面 或 任意 空间 曲线 的 切线 曲 弄 是 可 展 曲 面 (证 明 
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留 作 习题 》. 
汐 了 进一步 研究 可 有 展 得 面 ， 我 们 上 先 介 绍 单 参 数 曲 面 族 的 包 络 
给 出 一 个 单 参数 曲面 族 
{9.}: Fx, y, 2,0)=0 《2. 57) 
其 中 c 是 参数 ， 当 的 值 变化 时 , 我 们 得 到 族 中 不 闻 的 曲面 3 并 
且 假 定 函 数 了 F(z,y, 2 的 具有 一 阶 与 二 阶 连 续 偏 导数 . 
如 果 有 一 个 曲面 及, 它 的 每 一 点 是 好 。 族 中 一 个 曲面 3。 的 
点 , 而 且 在 S 与 8. 的 公共 点 它们 有 相同 的 切 平面 ， 则 8 称 为 单 参 
装 曲 午 族 地 .4 的 包 络 . 
现在 假定 曲面 族 { 人 5, 的 包 络 #8 存在 , 则 根据 上 述 定义 , 仿 上 人 
意 点 Ptz, gy 习 必 在 族 中 某 一 个 曲面 上 , 而 这 个 曲面 由 参数 % 来 确 
定 ， 记 以 包 络 驴 上 每 一 点 对 应 于 & 的 一 个 确定 值 ， 固 而 为 8S 上 
点 的 上 华 标 (四 所 翅 的 国 数 : . 
=x, yf, 3) 《2, 58) 
把 它 代 入 (2, 57) 得 
站 [ae y, 2, (x, y, 2)1=0 《2. 59) 
对 于 5S 上 的 点 ,上 式 为 恒等式 . 
其 次 在 包 络 5 上 任 取 一 条 曲线 (0); 
r=r(t) Dm 下 一 和 (全 | -yti)ert z(t)es 
因为 曲线 (CO 上 的 坐标 应 福 足 (2.59 式 , 所 以 必 渍 是 恒等式 : 
FLz(Ct), y (#8), (8), tt) dD 
对 于 上 求 导 数 得 
dc 


Uz Uy G3 加 
Ft rat ret Te (2.60) 


现在 ,在 电线 (COJ 上 取 一 点 已 由 于 8 与 8 在 已 点 有 相同 的 


团 平面 , 临 线 (C) 在 一 点 的 切线 和 六 -在 已 点 的 法 线 垂 直 , 即 
。Z57 。 


dr dy G&_ *} 
Pt Prart Pgs™0 (2. 61) 


绕 较 2. 60) 和 (2. 61) 恒 得 


to _ ! : 
Feri=0 (2. 62) 
这 对 包 络 妨 上 每 条 曲线 都 成 立 . 
因为 曲线 (0) 可 以 在 包 络 曾 上 任意 选择 ， 使 得 喜 关 0, 因此 
F,=0 | 、 
即 
WL, y, 2, om, 2 一 让 2.69) 


由 以 上 的 分 析 , 说 明了 曲面 族 (2. 57) 的 包 络 如 满足 方程 组 
和 ,2) 一 站 
F(x, y, #2,0)—0 | 
换言之 , 对 于 包 络 上 上 的 每 一 点 (zx, 9, ?), 可 以 找到 这 样 的 值 % 使 
四 个 数 wy, z， a 满足 方程 组 (2. 64)， 
从 方程 组 (2.647 消去 &, 则 得 到 具有 下 列 形式 的 方程 
P(r, 3 2) = 人 0 
这 个 方程 所 表示 的 曲面 8* 册 艇 曲面 族 (2.57) 的 判别 曲 闸 . 

我 们 旭 定 在 族 中 的 曲面 上 的 点 和 在 包 络 上 的 点 都 是 正常 点 的 
情况 ， 在 送 种 情况 下 ， 我 们 可 以 证 明 判 别 曲面 8* 就 是 包 络 面 8 
判别 曲面 5* 可 以 这 样 理解 ， 对 于 每 一 个 固定 的 a, 方程 组 (2. 64) 
代表 曲面 5. 和 曲面 ,=0 的 交 线 0., 而 判别 曲面 S* 是 这 些 曲 线 


(2. 64) 


*)】 对 于 曲面 了 (5 收 二 0， 在 尖 画 上 过 Po, 点 取 一 曲线 +=z Ct)erty (ta 二 
s(t)es 于 是 有 也 CzC8) ,CD z( 们 ) 一 0, 两 端 对 t 取 导数 得 PtP -0 
副 CP, Fy Feo) er (1) 一 9. 惟 上 述 曲 线 为 曲面 上 过 P; 点 的 任意 划 线 ,区 上 式 中 下 全) 为 
盐 面 上 过 Ps 点 的 任意 为 向 的 切 向 是 ， 因 此 (Fs, Fr, Fw} 是 曲面 在 Ps 点 的 法 线 上 的 一 


向 量 。 
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C- 所 产生 的 曲面 ， 国 此 ，8* 上 每 一 点 决定 一 个 a 值 a* (x 8 2)， 
而 点 的 誉 标 以 及 其 所 对 应 的 «+ 值 适合 (2.64), 但 上 面 已 经 得 到 包 
络 3 上 每 一 点 和 它 所 对 应 的 a 值 适合 (2. 64)， 因而 包 络 8 属于 判 
别 曲面 8*. 

下 面 再 证 明 判 别 曲 曾 态 * 属于 包 络 尽 

由 于 判别 曲面 上 每 一 个 点 都 在 族 中 某 一 曲面 上 ， 因 此 它 的 坐 
标 对 a 的 某 个 值 满足 方程 

亲手 区) 一 站 
我 们 在 判别 山 面 上 过 一 点 己任 取 一 条 虹 线 (CO):r=xftyei 十 ?fbes 
十 =( 和 es 代 人 方程 组 (2; 64) 的 第 一 式 ， 然后 关于 + 求 导数 , 则 有 
FPF .2 

但 根据 方程 组 (2.64) 的 第 二 式 , 肪 = 0 所 以 

Pent 0 
这 就 是 说 ， 在 王 点 及. 的 法 线 和 8* 上 曲线 (C) 的 切 向 量 垂 直 .， 但 
(OQ) 为 5* 上 经 过 已 点 的 任意 曲线 ,由 此 可 知 , 5。 与 S* 在 P 相 切 , 
这 说 明了 8* 的 点 也 是 六 的 点 , 即 避 * 时 于 包 阁 好， 这 样 ， 我 们 证 
明了 S* 就 是 {9% 的 包 络 5. 

包 络 不 与 族 中 的 明 面 S. 相 切 的 曲线 称 为 特征 线 . 因而 当 & 轩 
定时 ，(2. 64) 为 特征 线 的 方程 。 特 征 线 的 轨迹 就 是 包 络 ， 这 就 是 
说 族 中 每 一 昌 面 沿 特 征 线 切 于 包 络 . 

”我 们 把 这 些 理论 应 用 于 单 央 数 的 平面 族 ,有 以 下 命题 . 

命题 2 一 个 曲面 为 可 展 则 面 的 充分 必要 条 件 是 此 曲面 为 单 
参数 平面 族 的 包 络 . 

证 明 ” 设 单 参数 平面 族 的 方程 为 

oz 二 五 (az 上 Ca)s 于 Da 一 0 (2.65) 
wu J53* 


其 中 4,B,0.D 是 与 平面 埃 的 参数 a 有关 的 系数 . 
我 们 求 出 所 给 平面 族 中 的 平面 上 的 特征 线 ， 相 据 前 述 理论， 
为 了 求 出 (2. 65) 的 包 络 ， 除 方程 (2. 65) 以 外 还 必须 把 (2. 65) 左 庙 
对 参数 a 微分 而 得 方程 
Ad’ (oriB' oy+ oO (ai+D (0) =0 (2, 66) 
(2. 65) 和 (2. 66) 联 立 ， 
A 
A't(awt+B (oy tC (os+D (m=0 | 
则 方程 组 (2, 67) 在 族 中 的 平面 上 决定 一 条 直线 , 这 就 是 特征 线 . 而 
包 结 是 这 些 直线 一 一 特征 线 的 轨迹 , 即 包 络 为 直 纹 面 . 
以 下 莽 证 明 此 所 络 面 不 仅 是 吾 纹 面 而 且 还 是 可 展 曲 面 . 
由 于 包 络 面 沿 特征 线 ( 即 沿 它 的 直 好 线 ) 与 族 中 曲面 ( 即 族 (2. 
65) 中 的 某 一 平面 ) 相 切 (图 2-27)， 所 以 此 平面 是 相 母 钱 上 所 有 点 
前 公共 切 平 面 ， 因 此 接 可 展 翰 面 
的 定义 , 这 个 包 络 面 是 可 展 曲 面 . 
反之 ， 我 们 证 明 每 一 可 展 曲 
商 是 某 一 单 参 数 平面 族 的 包 络 ， 
直子 可 晨 曲 面 的 直 母 线 族 与 
单 参数 有 关 ， 而 且 经 过 给 定 的 母 
线 , 可 引 唯 一 的 切 平面 , 因此 所 有 
切 于 可 展 曲面 的 切 平面 族 是 仅 与 图 2-27 
一 个 参数 有 闫 (而 任意 曲面 的 切 平面 族 与 两 个 参数 有 关 )， 这 就 是 
说 可 展 曲面 在 它 的 每 一 点 处 基于 它 的 单 参数 切 平面 族 中 的 某 一 平 
面 。 这 就 表示 它 是 这 个 平面 族 的 包 络 . 
在 $4,1 中 我 们 通过 计算 得 到 可 展 曲面 的 高 斯 易 率 等 于 零 , 现 
在 我 们 再 从 理论 上 证 明 以 下 命题 : 
命题 3 ”一 个 曲面 为 可 蝴 曲 面 的 充分 必要 条 件 是 它 的 高 斯 昌 


34。 


{2. 67 


素 便 等于 稚 
证 明 加 时 曲面 是 可 展 的 ， 则 沿 同 一 直 母 线 的 单位 共 问 量 9 
不 变 , 即 Gyz 一 小 符 向 基 与 任意 另外 的 向 量 共 线 , 因此 有 
‘dn far 
根据 罗 德 里 格 定理 ， 沿 直 母线 的 方向 是 主 壤 ， 并 且 主 曲率 
站 一 外 或 和 一 0), 于 是 
K=kk=0 
反之 , 如 果 下 =0, 由 本 章 $3.7, 在 则 面 上 只 池 一 读 谢 和 近 明 线 ， 
而 且 这 时 亲近 方向 也 是 主 方向 . 所 以 这 一 族 浙 近 册 线 也 是 曲率 线 ， 
其 对 应 的 主 曲 率 加 ==0. 


根据 罗 德 里 格 定理 沙 渐 近 曲 线 有 
dt = -一 此 > 本 全 
因而 
d= 人 0 
即 一 常 向 量 - 


这 说 明 单 位 闪 向 量 沿 浙 近 曲线 保持 常 向 量 ， 因 此 ， 在 所 有 渐 近 曲 
线 上 曲面 的 法 线 都 互相 平行 
世 对 于 半 近 曲线 的 切 向 量 dr 有 
. dr n=0 
所 以 沿 渐 近 曲线 有 
rn 一 常量 
设 Ye 是 新 近 曲 线 上 某 定 点 型 的 向 径 , 则 出 以 上 结果 有 
r= 
那 
人 一 让) :n=0 
由 此 得 到 连结 源 近 上 曲线 上 的 定点 型 。 和 渐 近 曲线 上 任 疮 点 的 
向 量 rf 一 To 入 直 于 po， 因而 必 在 点 型 。 的 切 平 面 上 。 所 以 渐 近 曲 


bs 


线 的 所 有 版 都 在 点 型 ,的 切 平面 上 . 

于 是 ， 这 个 包含 曾 近 曲线 而 且 垂 直 于 藻 它 的 带 法 向 量 拓 的 平 
面 , 就 是 渐 近 曲线 所 有 点 的 切 平 面 ， 换 句 话说 , 对 同一 条 渐 近 曲线 
上 的 点 , 其 切 平 面 是 同一 个 ， 由 此 可 见 , 曲面 是 一 个 单 参 数 平面 族 
的 包 络 面 , 因而 是 可 展 曲 面 . 

以 下 我 们 再 证 明 一 个 命题 ， 它 剂 划 了 任何 地面 上 曲率 线 的 
特征 . | 

命题 4 曲面 上 的 曲线 是 曲 素 线 的 充分 必要 条 件 是 裕 此 曲线 
的 曲面 的 法 线 组 成 一 可 展 曲 面 . 
| 证 明 ” 设 曲 面 上 的 曲线 a= af(s) 是 曲率 线 ， 则 根据 罗 德 里 格 

定理 可 知 
dn——kda 
即 
nt{ts)=—b (a)a(s) 
其 中 加 (s) 为 对 应 的 主 曲率 ， 由 此 得 出 


元 上 如 


所 以 有 
(i, 1 1) =0 
因而 溢 此 曲线 , 曲面 的 法 线 组 成 的 曲面 
r=at vr 
是 可 展 昌 面 . 


有 反之 ， 设 4=ats) 是 曲面 上 一 曲线 .曲面 沿 此 曲线 的 法 级 构 
忒 一 可 展 盟 面 
| r=atv 
则 有 
. {et, 1, 1) 一 0 | 
于 于 半 是 单位 向 量 ， 所 以 mm 而 且 站 是 曲 醒 的 切 向 芒 ， 困 而 
* 135" 


立 1 nz 四 此 可 得 
在 六 站 或 da jn 
根据 罗 德 里 格 定理 , ga 是 主 方向 因此 些 吉 = 二 ats) 是 曲面 的 曲 
率 级 . 
可 展 曲 面 的 特征 之 一 十 它 可 以 与 平面 成 等 距 对 应 .我们 以 下 
证 明 : 、 
使 题 5 可 展 临 面 可 以 与 平面 成 等 配对 应 (简称 最 为 平面 )， 
证 明 在 直角 坐标 系 tz, 幼 里 , 平面 的 第 一 基本 形式 是 
I=adr dy 
而 在 极 上 坐标 系 (p, 扒 里 , 由 上 式 通 过 变换 
=pc080, ypaing 
可 得 第 一 基本 形式 是 
I=dp’:+ p:d0? 
我 们 首先 考虑 柱 面 ， 柱 面 方程 可 表示 为 
r=ata) +ob 
其 中 bb 为 沿 柱 面 母 线 的 单位 党 向量 ，a = 二 atls) 是 与 柱 面 坪 线 正 交 
的 一 条 曲线 ，s 是 它 的 缴 长 . 
于 是 
Ts 
. 加 二 人 
而 第 一 基本 形式 为 
1=ds:+ a 
这 与 上 述 平面 的 第 一 基本 形式 有 相同 的 形式 ， 因此 柱 面 可 以 展 为 
平面 . 
-其 次 考虑 锥 面 ， 锥 面 方程 可 表示 为 
一 ao 十 加 (a) 一 
其 中 ao 为 常 癌 量 , bs 为 锥 面 母线 上 单位 向 最 ， 而 ， 是 单位 球面 
* 三 中 太一 


有 曲线 产 =B(3) 的 弧 长 , 则 有 
b=1, b.b=0, b=1 
于 是 
r,s=2b, +,=b 
E=+, TO Tro 1 
而 第 一 基本 形式 为 
I=vida? dv? 
这 与 上 上 述 平 面 的 第 一 基本 形式 有 相同 的 形式 ， 因 此 锥 面 可 以 展 为 
平面 . 
景 后 涛 虚 切线 曲面 
ra(s)+vats) | 
其 中 &(8) 为 曲线 a 二 a(s) 的 坊 向 量 &=&(83), 8 为 曲线 a(3) 的 弧 
长 
于 是 
r= tha, rr,—ets) 
B=rer,=1+ vv’, F=7r,r,=1, 他 六 ‘Te=1 
而 第 一 基本 形式 为 
I= (1+ hyds?:+ 2dedv+ dv 
从 这 里 可 以 夏 济 第 一 基本 形式 的 天 达 式 中 只 出 现 了 曲线 的 曲率 名 
而 没有 出 现 挡 率 +. 因此 如 果 两 条 曲线 具有 同一 由 率 
名 一 六 《83》 
那么 即使 指 率 7 不同， 它们 的 切线 所 构成 的 切线 项 面 具有 相同 的 
第 一 基本 形式 , 四 而 是 筹 归 的 ， 但 是 对 于 给 定 的 曲率 与 揽 率 为 
B=k(s), r=—Ar(s) (041) 
由 再 曝 绕 论 的 基本 定理 ， 除 了 空间 的 位 置 外 ， 完 全 确定 一 条 曲线 
(的 。 当 4 从 连续 变动 到 0 时 , 既得 一 个 连续 恋 的 曲线 {C4 .这 
些 昌 线 的 切线 曲面 也 变动 , 但 是 第 一 基本 形式 保持 不 变 , 所 有 这 些 
了 3 


切线 曲面 是 等 距 的 。 当 14 一 0 时 挠 率 * 一 总 此 时 沿线 变 为 平面 曲 
线 , 里 子平 面 巾 线 的 切线 仍然 在 叱 平面 上 , 因此 这 时 的 切线 曲面 就 
是 平面 曲线 所 在 的 平面 , 而 第 一 基本 形式 保持 不 变 , 因此 切线 曲面 
也 可 暴 为 平面 . 
以 上 证 明了 可 展 曲面 的 三 种 类 型 都 可 以 展 为 平面 ， 即 命题 
得 证 . 四 , : 
这 星 希 要 指出 的 是 上 述 命 题 中 都 是 指 曲面 和 平面 的 一 部 分 而 
言 的 。 


习 是 
1 证 明 曲 而 = fs 十 了 mw 2 二 wp, tt 十 后} 是 可 展 戎 面 . 
2 证 明黄 闸 
r 一 fcosu 一 (全 十 区 gInv, sing 十 8 十 人 cos, 名 十 20} 
是 可 展 曲 面 . 
3 求 平面 贱 zeosa 十 Wsino 一 28ing 一 1 的 总 络 . 
4 求 平 刹 族 oz 十 2a8 十 325 一 24 的 包 络 . 
5 证 明 柱 而 、 锥 面 ,任意 空间 曲线 的 切线 面 是 可 展 曲面 。 


$ 5 ”曲面 论 的 基本 定理 
根据 以 上 几 节 的 讨论 , 我 们 知道 曲面 


r=r(t, 2) 
的 许多 性 质 内 它 的 第 一 和 第 二 基本 形式 所 确定 . 在 这 一 节 里 ， 我 
们 要 讨论 一 个 反问 题 ， 给 出 变 景 &,z 的 两 个 二 次 微分 形式 
E(w, du + 2F {wu, vydudv t+ Gu, paw 
下 (ee vd -2M (Cw, vdudv tt N (Ww, 9) do 
我 们 能 不 能 确定 一 个 曲面 + 二 r(x, ?)， 它 的 第 一 和 第 二 基本 形式 
正好 就 是 上 面 所 给 出 的 两 个 二 次 微分 形式 . 


es 了 9 。 


一 般 米 谨 , 这 个 反问 题 不 可 能 有 解 , 因为 确定 一 个 上 曲面 愉 须 三 
个 函数 z(tw 中 ,ja 5) 和 z(u,v)， 但 是 给 出 两 个 二 次 微分 形式 等 
于 给 出 六 个 消 数 育 (w6 00)， FG6 5)，GE 9D) 和 工 G 0， 做 Cw, 9)， 
(ae 09) 条件 太 多 了 ， 除 非 这 六 个 系数 冰 数 之 间 上 只 有 三 个 是 独立 
的 , 也 就 是 说 ,这 六 个 函数 间 有 三 个 关系 式 ， 这 一 节 的 目的 就 是 要 
寻找 这 三 个 关系 式 , 称 为 高 斯 - 科 达 齐 - 返 因 纳 尔 迪 (Gauss-Coda- 
zzi-Mainardi) 公式 . 并 且 将 证 明 这 样 一 个 定理 ; 给 出 证 个 二 次 
微分 形式 , 如 果 它 们 请 中 高 斯 - 科 达 齐 - 迈 因 纳 尔 迪 条 件 时 , 则 存在 
一 个 曲面 7 二?(&, 2)， 它 的 第 一 和 第 二 基本 形式 正好 就 是 给 定 的 
两 个 二 次 微分 形式 . 

为 了 把 一 些 式 和子 家 达 得 更 有 规律 性 些 ， 在 这 一 池 里 我 们 特 采 
用 以 下 新 的 符号 ， 以 后 我 们 将 同时 采用 这 人 一 套 符 号 和 以 前 采用 的 
符号 ， 记 

= = 
To—=Ty Te 二 Ty 
ru = Teo= Tn To Te Tor— Te 
E=gn =Ti Tn, oe “Tz GT 

#1 :2 
Ga: gas | ™ 
L=Lu=tin, 有 一 也 一 也 人 N=Lae= Ton 


> 之 


EG— = 


2 


2 
> 1 1 


1 
dd f=l #=1 


等 等 ， 此 外 注意 : 
ap =F lop = Tardn 竺 
[3 8 二 4 二 


TI 


$.1 上 监 面 的 基 检 方程 和 克 里 斯 托 斐 耳 (ChristoffeD) 符 号 
给 出 一 个 8 类 曲面 4 


* E00 * 


于 (22 
它 确定 了 向 基 


ar ar rixTs 
Ta Be 


对 这 三 个 向 量 再 未 导数 ， 我 们 得 到 一 个 类 似 于 曲线 论 中 的 饼 雷 内 
公式 的 公式 ， 命 
r= Tr TAsn 
“ (i, j=1,2) 《2. 68) 


Tzs= 


Hi 二 PDairy 
3 


我 们 希望 确定 这 些 式 子 的 系数 ,44 和 2i(i, 放下 一 1 纹 . 
把 (2. 68) 的 第 一 式 点 滋 1 注意 Tn 一 0，rij nt 一世;s， 因此 
有 
hj = Pi A= Ls 
因为 gw = ri ri 对 此 式 求 导数 得 


Og 
rn "Tir ry 


同 理 


9 
SF=rs "Tr Ty 


忌 . 
2 = Ts 


出 于 ;二 Tj4; 所 以 - 
Cij, t= JE 有 一 ro = SS Tg 


ou 
. (2. 69) 
命 (9 疏 基 (9 站 的 北 矩 阵 , 即 
, i 1 当 i=# 
之 9 gu 一 包 a (i, j=1, 2) 


了 全 了 


从 (2.69) 可 以 解 出 系数 1 如下: 


对 。 加 AQg; A 238 站 
了 = EF = EL Fi | Wi Ei 
LE 9 [23, 1] - a (名 十 Dur’ Du! 


《1 及 了 一 1, 2) 
恕 果 采 用 过 去 的 符号 , 则 | 
y= 722 _ 他 gz2-- gr _ 加 
gg EG—F’ yg EG—F 
12_ val。 一 9z。 一 下 
9 一 9 9 Bop 
agn 3 _ 381i a _ 
Nabe Bu go Ee . 
ga _ 9gs1 2 _F gl _ Ggal 2F_F 
ds! de ou "dw Om? dt 和" 
dg a0 Dgo 30 
oe Bs oO 
于 是 得 到 六 个 系数 站 1 如 下 ; 。 
站 一 了 (28 一 有 0) i? _BE(2F,.—E,) 一 天 可 
"1 2EG— FY) 1 ZEBG Fi) 
ri GF,— FG, 2 HG.— FE, 
2 2G 总 )? 2bG—F) 


Pi G2F, Go) PG, py BG FQP, Ge) 
2 BEG—FD ，， 22 一 两 


了 5 称 为 第 二 类 克 里 斯 托 裴 耳 符 号 , 也 可 以 写成 ti1*y}， 此 外 还 有 


第 一 类 过 里 斯 托 辈 耳 符 号 , 即 [ij, 7 1. 
注意 , 区 里 斯 托 斐 耳 符号 仅 依 赖 于 明 面 的 第 一 基本 形式 , 因此 
克 里 斯 托 翡 耳 符 写 是 曲面 的 内 兹 最 . 


实例 ， 对 于 曲面 上 的 正 交 举 标 网 来 说 , 万 =0, 这 时 
= 六， T= 一 起， 一 斤 


* J62 + 


md Gu 好 。 
26’ 3B’ 2 
我 们 再 来 确定 (2.68) 的 第 二 式 中 的 系数 Ki， 用 7 去 左 鞠 这 
臣子 得 到 


太刀 一 了 各 一 


—Lis=nT,— Pptgy, (i, EF= 1, 2) 
Ej 


因此 
叶 一 一 > gL,, 


用 过 兴 的 符号 宕 示 得 


对 于 曲面 上 的 正 交 坐标 网 有 


于 
中 一 一 扣 ， 好 一 一 三 


由 = - 兰 ， 三 = 一 专 
于 是 我 们 得 到 ri rs 和 ?的 导向 量 公式 如 下 : ， 
ro= Srs + Ln 
" ， Ci, j=1,2) 《2. 68) 
一 人 


这 式 称 为 曲面 的 基本 方程 , 其 中 第 一 式 称 为 高 斯 方程 , 第 二 式 称 为 
魏 因 加 尔 关 (Weingarten) 方 程 . 
5.2 ”曲面 的 黎 时 (Riemann) 曲 率 张 量 和 高 斯 - 科 达 齐 - 近 因 
纳 尔 迪 (Gauss-Codazzi-Mainard 节 公式 
* TE + 


设 4; 是 娄 面 的 侈 里 斯 托 斐 耳 符号 ， 我 们 定义 其 面 的 黎 曼 费 
举 张 县 如 下 :; 


R= $+ Tor Tar 
. : (i ,EB, 1, P=1, 2) 
容易 证 明 黎 曼 申 率 张 基 满足 十 列 二 等 式 
Rl; = 一 一 
因此 Rij=0 


Ris + Ris 二 Riii==0 
如 果 理 定义 另 一 种 黎 曼 曲率 张 量 如 下 : 
Bas = DnB Cm, 5, fj, E=1,2) 
了 


别 有 司 等 式 
Rmsjy—= — Rimiss Rmmit—=0 
Ronis=— Rp; Rniji=0 
Rnijs = Rjpmi | 
Rnijy +t Raji + Ranii=0 
根据 以 上 恒等式 , 黎 曼 昌 率 张 量 Rmss 的 16 个 分 量 中 ， 只 有 一 个 
是 独立 的 , 即 Biss。 下 面 我 们 要 指出 : 它 就 是 曲面 的 高 斯 曲率 
这 就 是 为 什么 把 Biis 和 Rwmiss 叫做 曲率 张 量 的 原因 。 应 该 转 别 指 
出 的 是 葡 曼 曲率 张 基 只 与 曲面 的 第 一 基本 形式 有 关 ， 因此 是 曲面 
的 内 草 量 ， 它 经 过 等 距 变 换 后 保 特 不 变 . 
现在 我 们 再 对 $5.1 中 挫 册 的 曲面 的 基本 方 委 求 微 商 ， 于 是 
得 到 : 
命题 (1) 高 斯 公 
Rms i Lm 一 了 
(2*) 科 达 齐 - 返 因 纳 尔 迪 公式 
有 


a3Ls gLis ST! Ls-: TuL 
一 nid ii re) 
Au dw - 


证 明 对 (2.68)' 式 的 高 斯 方程 求 导数 ,得 
{rs = Br + ir )+ nt 
再 把 (2. 68)" 式 代 入 上 式 ， 得 


| 
rn= Sr ET ret ST tsLom 
i [9 t 


十 到 县 nn SJ Ls9" Luars 
mt 
类 似 地 


mm? 
ri DE rt EIT hl rt SI ThLism 
. . Em { - 


十 一 于 一 SE; 19 "LagTrr 
QW: 全 


”因为 曲面 是 0 类 的 , 所 以 
Fi Pr 司 3 他 rr 
i 
把 ri 和 rsns 的 武子 分 别 代入 上 式 两 边 , 由 于 Te Ya 和 如 是 线性 
无 关 的 向 量 , 所 以 比较 等 式 两 边 rivrs 和 好 的 系数 , 我们 得 到 


1 : | 
2 TT TT) 
8 


Rljs = 


一 Su "(LsLmnt— LLmi) 


LY (rn, %,7: EDP=1, 2) 


165 
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一 -Eh Thro) 
(Ci, 2, = 1,2) 
命题 证 毕 . 
注意 ,高 斯 公式 中 只 有 一 个 是 独立 的 , 即 
Rus=Lisbna—Lubss=— (LN— MN)=—E(EG—m) 
所 以 有 
RK=—R 
好 
于 是 我 们 得 到 了 高 斯 的 著名 的 定理 : 


定理 1 曲面 的 高 斯 曲率 是 内 殖 量 ， 

这 定理 说 明了 当 一 个 曲面 经 过 等 距 变 换 变 成 另外 一 个 曲面 的 
时 候 , 它 的 高 斯 曲率 也 不 改变 ， 畦 别 地 , 高 斯 曲率 不 恒 等 于 零 的 曲 
面 一 定 不 能 够 经 过 等 距 变换 变 到 平面 或 平面 的 一 部 分 . 

下 面 给 出 高 斯 曲率 的 具体 表 运 式 ， 我 们 还 是 根据 它 的 厌 求 的 
定义 直接 去 计算 它 。 

注意 


Crue Fu, Fo) (rv, ra yo 
了 ww 一 下 ， M= EG—f: +? 
ror Fy, To) 
NV AAA EG—F: 
所 以 


_LN— MM? 
”一 更 


一 (BG py [re， Tus To) {rovs Te Tu) 一 《Ta 全 To) 21 


* TG " 


Yuu'Ty Tus'Py 


1 了 ay 和 ob 
TRG FF) Te 
: To Tr 


Fe" Ty Fy Ty 
"Te Tous" Tp 


一 | Toy Fu Ty Ye Ty 
Tu'Tur Yo'Ty Yu" TF» 
1 [To TT us Toun' Te | 
Fur E FPF 
(Ba— Fy Tee 
LT 五 他 
0 Tyo'Ts Tuv'Ty, 
-ie F 
TE a 


由 于 
(F,.,) 一 《了 )m 一 (Tu Tu 一 (oa Te 十 六) 
一 入 人 十 于 


Bo (BE 小 一 人 《fu "Fuse— Ta Tu Te Tuo 


"(30. ) 一 (ro Fou)u— Ty ‘Tpan tt Tou" Tpy 


ES i 广 . 
四 


1 1 i 
Fu Bre 可 Go 一 Taw Top 


于 是 得 到 所 求 的 公式 


1 1 
下 一 (有一 刺 训 | a 


1 1 . 
0 FE or 
1 > 
一 TE E mn 
1 
FOr Fa 他 


-实例 ， 对 于 曲面 上 的 正 交 坐标 痪 来 说 有 也 =0, 所 以 


I) 


下 曾 胡 给 出 在 一 般 坐 标 网 下 科 达 琳 ~ 运 因 纳 尔 迪 公式 的 具体 
表达 式 , 它们 中 和 间 只 有 两 个 是 独立 的 , 把 克 里 斯 托 非 耳 符号 代 人 这 
两 个 式 子 得 到 | 


(EG ~—2FF 4GR) (Lo— HM} ~— (BN—2FM +GL) (CE,—F)+ 


EB EB. 记 
F FF MM 
GO GG N 


一 用 


(RO ~2FF HO (CM, — NO)— (EN—2FM+TOD (F,—G)+ 


EF ,LL 
F F, MM 
liG G, WN 


5.3 曲面 论 的 基本 定理 
过 本 定理 设 


二 


EF} 
I= Edw:+2Fdudv + Gdv = D> gisdu'dut 
{f 


| 


* G8 * 


I=Ldw +2Mdudv Ne > Ldu'dud 
Frf=l 

是 给 定 的 两 个 二 次 形式 , 关中 工 是 正定 的 . 若 I 和 开 的 系数 g,; 和 
Lj 对 称 且 满 足 高 斯 - 科 述 齐 - 迈 因 纳 尔 近 公式 , 则 除了 空间 中 的 位 
置 差别 外 , 唯一 地 存在 一 个 曲面, 以 I 和 五 分 别 为 此 曲面 的 第 一 和 
第 二 基本 形式 

证 明 ”由 给 定 的 两 个 二 次 形式 的 系数 gi; 和 工 :jy， 以 及 由 9:1 
决定 的 1 了 5 为 系数 , 考 虚 以 To ,ww), TG, ww，Ta (4,9) 和 
nlw', 2) 为 未 知 国 数 的 一 阶 线性 偏 微 分 方程 组 


2r 7, 


E4 
:= Str Lm 5, j=1, 2) (2, 70) 
此 一 了 


很 据 妨 微分 方程 论 的 解 的 存在 定理 可 知 ， 关 个 偏 微 分 方程 组 
的 完全 可 积 条 件 是 


ra= ry _ (2.71) 


(C71) ss = on (2.72) 


{71) ;1 = (7) 5 


其 中 (2,71) 是 由 于 gis 和 工 ;y 是 对 称 的 ， 所 以 = 了 从 而 
Ti 一 闻 而 12.72 则 由 上 一 小 节 的 讨论 可 知 ， 这些 可 积 条 件 褒 好 
就 是 高 斯 - 科 达 齐 ~ 迈 因 纳 尔 迪 公式 ， 因此 对 任意 取 定 的 (wb, 二 )， 
给 定 一 初始 右手 标 架 : 
ro$ CF 1)o, Cr2) 0, 170} . 
TIF 二 


茶 申 罗 是 任意 的 , (fo， (Ts) 0, fto 祷 足 条 件 : 
(ro: Cro = 0, ud) 
sen CF) oO—O : (2.73) 


一 1 
又 因为 是 市 手 标 架 , 所 以 

(0 (To >>0 
方程 组 (2.70) 有 唯一 一 组 解 , 


一人) 


于 一 和 we:) (2. 74) 


nn(w, wy 
它们 满足 初始 条 件 : 
Tr (ud, ub) = ro 
Ts (2 双人 {ri 
1 (0, U3) “410 
以 下 证 明 由 此 得 到 的 曲面 =r(w， sx 就 是 满足 定理 要 求 的 
曲面. . 
“首先 证 明 ， 在 曲面 了 =rfte5 的 上 的 任 一 虎 , Try 和 于 构成 
一 右手 标 架 , 且 


9 到 -= 


为 此 我 们 对 任意 的 让 和 uw 流出 了 r3, 7 rTrs, 下 特 " ry 前 
值 , 利用 方程 组 (2.70) 可 得 下 列 32 个 等 式 ; 
下 天 六 个 于 


人 二 


2 
1 24 rT 2 iri rr Lren 


2 3 1 

2 
2 rT rt Tr rt arn 
1 .307rE .ars 


= ro rre tT fr LTa'¥t 


一 Ta 二 一 站 3 六 十 大 3 了 二 十 过 2s 和 ov 和 {2. 75) 


2 
2 2 | 
二 30 nn 一 一 交手 二 rs) 
f=1 


1 dn: Aap 2 i 

人 = R= 2 (D9 Tr nt og re 1H) 
4=1 

可 * 及 ar Zp 

PR nt hr t hrm in 


一 全 ， CPasgi rt Lyg 人) 
了 一】 


上 述 12 个 等 起 可 以 看 做 以 了 3, 7,7, Tz, Ts 天 "1 为 求知 函 
数 的 一 防线 性 乞 微 分 方程 组 ， 因 为 89i 及 了 工 ; 请 足 商 斯 -柯达 卉 -和 返 
因 纳 尔 过 公式 , 可 以 验证 此 方程 组 是 完全 可 积 的 、 如 果 用 六 952， 
1 9 0,0 分 别称 代 和 人 2 72 9 了 2 后 1 则 不 蕉 验证 它们 
满足 方程 组 (2, 75). 例如 , 我 们 检验 第 一 个 方程 


| 1 9(gy) 
Tht Ln0 = a 


又 如 检验 方程 组 (2.75) 中 最 后 一 个 方程 


s 
0 一 了 ja 0 十 二 了 0 十 也" 一 会， {Las gu Losg’ G21) 
Ee 


四 名 . 
一 也 一 全， (gg to gn) Ls 
Ek 
" I7i* 


和 
一 二 — Ld!=Ls Ll =0 
# 一 ] 


方程 组 (2.75)} 的 其 全 方程 也 可 按 同 法 给 验 .又 因为 这 些 解 具有 相 
同 的 初始 值 (2.73), 因此 ,由 解 的 唯一 性 得 到 
Tar 
Hr 一 昌 
二 1 
又 因为 
(Cr, Ta 1) :0 
所 以 Cn, 了 Ts,19) 重 正 或 恒久 ,但 是 在 初始 点 
CT), CT2)0, 140) 0 
由 解 的 连续 性 可 知 
Cr Ta 0 
再 证 明定 理 所 给 定 的 二 次 形式 I 和 王 分 别 为 此 曲面 ?= 
?(w', 2 ) 的 第 一 和 第 二 基本 形式 . 


2 
由 了 fi 一 9 每 知 工 一 之 gw'du! 是 曲 主 下 一 和 人 的 第 - 


一 基本 形式 , 再 由 #9'T 二 0, 二 1 得 知 是 此 曲面 的 单位 法 向量 ， 
六 岩 为 


EB 
了 和 到 Drir, + Ls 
j=l 
所 以 


| 


且 II= 二 五 上 为 曲面 的 第 二 基本 形式 ， 这 样 就 证 明了 合 


tjml 


于 要 求 的 直面 的 存在 性 
w 72 


以 下 证 明 : 除了 空间 中 的 位 置 差别 外 ， 唯 一 地 在 在 一 个 曲面 
以 工 I 为 其 第 一 ,二 基本 形式 . 

假定 有 两 个 曲面 S, 和 8; 存在 ， 它 们 有 相同 的 第 一 和 第 一 基 
本 形式 .在 &i 和 ,83 上 对 第 一 、 第 二 基本 形式 相同 的 点 取 相 同 的 
曲 绞 坐标 (w, 坟 )， 罕 点 (, 二) 各 作 3 ,8 的 标 架 , 则 经 过 适当 的 
刚体 运动 ， 可 以 使 曲面 Si 在 点 (好 49 的 标 架 跟 曲 面 5 在 点 (ub 
邮 ) 的 标 架 重合 ， 这 样 的 重合 是 可 能 的 ， 因 为 它们 有 相同 前 第 一 类 


基本 景 ， 于 是 (Tt)o (ra 有 相同 的 交角 (are cos~ 需 EF) 假设 经 
过 这 样 的 重合 后 , 这 两 个 曲面 的 方程 分 别 是 
r=, 和 T=F(W ,We ) 
如 采取 
一 
或 
全 一 其 【中 fF 0, He), A ) 


因为 8S, 和 3。 有 相同 的 第 一 .二 基本 形式 , 因此 由 9.;3，LKi; 作出 的 
方程 组 (2.70) 也 是 相同 的 。 因此， 上 述 这 两 组 汞 数 都 满足 方程 组 
(2.70)。 共 次 ,由 干 这 两 组 消 数 在 点 Cwb, us0) 讲 足 同 梓 的 初始 条 件 : 
《0 0} ,根据 解 的 队 一 性 ,这 两 组 请 数 在 尾音 点 Cw， 
) 总 是 恒 等 的 。 因 此 ,对 于 任意 的 世 , 太 都 有 : 
TU ) = , ,ri WD) = 人， 
Toe, 3) 一 于 sf， 2) 
所 以 曲面 全 和 号 :除了 一 个 刚体 运动 外 ; 是 完全 一 致 的 , 即 队 
本 空间 中 的 位 置 差别 外 ， 叭 一 地 存在 一 个 曲面 以 定理 络 定 的 两 个 
二 次 形式 为 其 第 一 ,二 基本 形式 . 
本 于 下 


习 题 
1 求证 
Brn 一 于 (2 Bgmi -一 gm 二- 2 i ER DR gif ) 


uidut DDN JiDwi EET 


+ Th “Lmj, p]— {3 [mk, p]) 


2 对 于 Re 中 的 空间 曲面 来 说 
Rly, = —E(liign—dtg) 
共 中 下 是 曲面 的 高 斯 曲率. 
3 证 明 以 下 公式 : 
(1) K~[T 0 一 (Ts, 


+ 站 i i 2)*] 


KBR Ti ) ET) 


VEG—Rp, YN_ 3/ EG FR 
(3) rE G&G ri) ze( a rl 
4) 对 于 曲面 上 的 等 温 惟 标 网 有 d8? 一 4%Xqaw? -qv?), 求证: 
KE=——FE nA vt (nA) oo] 


”(5) 对 于 此 面 上 的 半 训 地 坐标 网 ( 见 86. 3 有 a7 一 ?十 Gdv*， 求 还 ; 


4 如果 曲面 的 第 一 些 本 形式 是 da 一 -二 5 计算 第 二 类 克 里 其 


托 旧 耳 特 号. 
5 求证 第 一 基本 形式 是 da? 一 二 名 基 玫 放 的 曲面 有 常 高 斯 井 率 . 


$6 曲面 上 的 测 地 组 
6.1 曲面 上 曲线 的 测 好 曲率 
给 出 一 个 曲 曾 号 
* 7 


Fr{w, w) 
(中 是 曲面 上 的 一 条 曲线 : 
一 as) ta 一 1,2) 

其 中 8 是 (中 的 自然 参数 . 

设 五 是 (CD 上 一 虚 ,% 是 (CI 在 已 点 的 单位 切身 量 ,8 是 主 法 向 
基 , 了 是 副 法 向 量 。 青 设 az 是 由 面 信 在 已 点 的 单位 法 向 量 ， 日 是 有 
与 天 的 习 角 (如 图 2-28), 则 项 面 8 在 P 点 的 切 方向 上 的 法 曲率 
基 


O00 二 RB: 二 


斤 ”3-28 


命 &=nxa, 则 6,e，nz 是 外 此 正 交 的 单位 向 量 ， 井 且 构 成 一 右手 
系 . | 

定义 ”曲线 (C) 在 王 点 的 曲率 向 最 *+= 一 有 在 5 上 的 投影 (也 
就 是 在 8 上书 点 的 切 平面 五 上 的 投影 ) | 

ke:£—=kB.s 

称 为 邮 线 (中 在 P 点 的 测 地 曲率 . 

由 于 

k=iB'6 E(B, m0) = tax Bn Ryn 

所 以 有 

ko=kcos (90°+0)=+b sind 
命题 1 驴 一 在 十 本 

"FF 


证 明 瑟 十 酉 一生 si 组 十 瑟 eos 委 一 太 

下 面 我 们 给 出 测 地 曲率 的 几何 意义 . 

命题 2 ”曲面 上 的 曲线 (中), 它 在 忆 虚 的 测 地 曲率 的 绝对 值 
等 于 (0) 在 己 点 的 切 平面 了 上 的 正 投 影 曲 线 (0) 的 曲率 ，. . 

证 明 过 (的 每 一 点 作曲 面 3 在 点 忆 的 切 平面 的 垂 埃 ,于 是 
得 一 柱 面 。 这 福 画 和 态 在 卫 点 的 切 平 面 的 交 线 就 是 (0*)。(0O) 和 
《7*) 都 是 柱 面 上 的 曲线 ， 在 此 柱 面 上 应 用 梅 尼 埃 定 理 . 取 & 为 柱 、 
面 上 卫 点 的 法 向 量 ( 见 图 2-28)， 柱 面 上 过 书 点 的 在 (CD 的 切 方 向 
上 的 法 截 线 是 LC*), 柱 面 在 这 方向 上 的 法 曲率 的 绝对 值 等 于 (C?) 
在 请 点 的 曲率 ,但 是 这 个 法 曲率 又 鲜 于 (C0) 在 己 点 的 曲率 莱 以 8 
与 5 琪 角 的 余 荡 , 即 k8.5, 这 就 是 (0) 在 忆 点 的 测 地 曲率 。 命 题 证 
毕 ， 
负 几 机 知 曲面 上 的 直线 其 测 地 则 率 为 0. 
现在 我 们 来 扒 导 测 地 曲率 的 计算 公式 ，. 由 于 

Es=E(0, BH)= (0, EBB, 1) = (7,¥, 1) 


在 
dwt 
二 Ts 
a fn’ dui 
i .ds ds nt" 
LE 
rd dui du du’ da 
-Tras ds nto Lg E23 .ds nt Sr 
所 以 


El 

= = -Er" pC tHE 
du dai \ 
十 2 de de™ " 


vs jie 


_ Fa! /ad? ww? 2 ut Hi 
-[( dsr tr :有 | 


本 下 a 1 f i of 和 
- 荣 ( 各 + 瑟 m 村 各 用 rr 
. te 


由 此 得 到 
) 


一 | du /dA dwt dui 
b= 9 | Qs \ 8 to CS ds 
四 tf 


du? /dd? wl! | Rt ai 
ds\ ds? tras ds )| 
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6.2 曲面 上 的 测 地 线 
定义 ”曲面 上 的 一 条 曲线 ， 如 果 它 的 每 一 点 处 的 测 地 其 率 为 
零 , 则 称 为 测 地 线 ， 
从 此 定义 间接 推出 。 曲 面 上 如 果 丰 在 直线 (如 直 纹 面 }， 则 此 
直线 一 定 是 测 地 线 . 
命题 3 ”曲面 上 非 直线 的 曲线 是 测 地 线 的 充分 必要 条 件 是 除 
了 曲率 为 零 的 点 以 外 , 曲线 的 主 法 线 重合 于 前 面 的 法 线 . 
证 明 ”因为 二 土 bsin0, 如 果 20, 则 本 =0 可 以 推出 9=0 
或 有 
所 以 
B= + 
反之 ,9=0 或 x, 可 以 得 到 如一 0(E 天 0)。 
推论 ”如 果 两 粗 面 沿 一 曲线 相 切 ， 井 且 此 小 线 是 其 中 一 个 曲 
面 的 调 地 线 , 那么 它 也 是 另 一 个 项 面 的 测 地 线 . 
证 月 ”因为 这 两 个 曲面 阁 这 则 线 的 法 线 重合 ， 而 此 曲线 的 主 
法 线 只 有 一 条 、 所 以 此 曲线 的 主 法 线 同时 与 两 个 曲面 沿 此 曲线 的 
法 厂 重 合 . 
实例: 球面 上 的 大 图 一 定 是 测 地 线 。 这 是 转 沪 大 图 的 主 法 线 


* 荆 7M 


重合 于 球面 的 法 线 
下 是 我 们 给 出 曲面 上 测 地 线 的 方程 。 由 于 
nr=0 (1=1,2) 


所 以 有 
Br/:=0 

或 

下 人 一作 
再 由 

du' det du chr! 

gs ds Tt Tas ds” 

因此 


+ 
但 是 9g=det(gs:) 了 0， 于 是 得 到 测 地 线 的 方程 
oe 十 一 0 (k=1, 2) 
由 上 一 小 寺中 测 地 曲率 的 公式 可 以 推出 : 满足 此 方程 的 曲线 都 是 


测 地 线 ， 给 出 初始 条 件 : 


二 st -入 
5 一 6 时 “一 风 da 区 


她 就 是 给 出 曲面 上 一 点 和 一 个 切 衣 商 ， 根据 常 微分 方 狼 理论 ， 存在 
唯一 条 出 线 (O): 


Ut=u (a) 
过 已 知 点 (tCs0)， (sD)), 并 县 志平 给 定 的 方 向 (对 
a ) ， 于 是 得 到 ; oe 
定理 1 过 蝎 曾 七 往 一 点 , 纵 定 一 个 曲面 的 切 方 向 , 出 存 在 唯 
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一 一 条 测 地 线 切 于 此 方向 . 
在 和 6.4 中 我 们 将 要 证 明 , 曲面 上 的 测 地 线 也 就 是 曲面 上 的 
短程 线 . 

和 .3 动 面 上 的 半 测 地 坐标 网 

定义 ”曲面 上 的 一 个 坐标 网 ,其 中 一 恋 是 济 地 线 , 另 一 族 是 这 
族 测 地 线 的 正 交 轨 线 , 则 这 个 上 坐标 网 称 为 半 测 地 坐标 网 . 

实例 : 平 曾 上 的 极 些 标 系 ， 一 族 举 标 曲 线 是 从 原点 出 爱 的 射 
线 ， 这 是 平面 .上 的 测 地 线 ; 另 一 族 坐 标 曲 线 是 以 原点 为 心 的 同心 
网 ， 它 们 是 上 述 测 地 线 的 正 交 轨 线 ， 因 此 半 泣 地 坐标 网 是 平面 上 
极 坐 标 网 在 曲面 上 的 推广 . 

命题 4 ”给 出 曲面 上 一 条 曲线 , 则 总 存在 一 个 半 测 地 举 标 网 ， 
它 的 非 测 地 举 标 曲线 族 中 包含 给 定 的 一 条 曲线 ， 

证 明 “根据 定理 1， 过 曲面 上 给 定 的 曲线 (C) 的 每 -- 点 , 消 荐 
《CD ,在 切 平 面 上 对 于 垂直 于 (0C) 的 切线 的 方向 ， 存 在 曲面 的 叭 一 
一 条 测 地 线 ,于 是 得 到 与 (0) 正 交 的 测 地 前 线 族 .然后 ， 再 作 这 一 
族 测 地 线 的 正 交 轴线 , 它 必 定 包含 了 给 定 的 则 线 . 

现在 我 们 讨论 , 当 在 占 面 上 取 半 请 地 符 标 网 时 , 曲面 的 第 一 基 
本 形式 将 是 怎样 的 . 

首先 , 由 于 坐标 网 是 正 交 的 , 因而 =0， 则 

ds = Edw-- Gav 


这 时 . 
rh 入 ;Ti=- 放 二 器 
GG oo 2 Ge. 
了 所 了 人 一， T= 一 - 2 7 和 一 2 


设 各 湖 绪 是 测 地 线 , 则 5 一 常数 ( 即 全 一 常数) 应 满足 测 地 线 方 各 
说 2 1 = 
dr 


ws I79" 


贡 
召 =( 轨 >0 (E>0, 因 为 第 一 基本 形式 是 正定 的 》 
在 曲面 上 引进 新 的 套数 也 使 得 . 
=P) de 
划 
da? = di + Gv) a 

参数 如 的 几何 意义 如 下 : 在 测 地 线 0 二 常数 上 ， 两 条 正 交 轨 
线 =cl 和 2 cs 之 间 测 地 线 的 长 度 一 [ai 一 cj， 因 为 在 此 曲线 上 
有 dds? 一 dW ， 所 以 3 二 [aa| = le 一 c|. 

设 确定 半 测 地 坐标 网 的 曲线 (C) 的 参数 表示 式 是 五 to， 在 昌 
下 使 得 

一 WE 机 io (8G>>0, 因 为 8>0, 所 以 >0) 
和 的 一 站 本 形式 可 以 证 
~ ds?= dn, Da 

其 中 下 GE DD=0, vn). . 

央 数 的 几何 意义 如 下 : 在 胆 线 (0) 全 一 wo) 上 ,ga 一 全 (we， 
v)dv? 一 5, 所 以 至 (wo, 5) 一 1， 并 且 (0) 上 撞 于 两 测 地 线 5=di 和 
下 一 dd 之 间 的 弧 长 = lds—a |. 

如 果 我 们 进一步 选 (0) 是 一 条 测 地 线 世 二 如 ,出 济 地 线 的 方程 

人 证 十 位 六 四 一 站 i 
可， 


* 卫 达 四 是 


站 il 一 0 
则 
CC, 可 一 0 

小 结 ; 到 幅面 上 一 条 测 地 线 (CD) 为 轩 -了 睹 线 : 4 二 tw， 再 取 与 
(OC) 正 交 的 测 地 线 族 为 呈 -上 明 线 ， 另 取 这 测 地 线 族 的 正 交 雪线 为 o- 
-曲线 , 则 得 一 半 测 地 坐标 岗 、 对 于 近 个 坐标 网 面 言 ,曲面 的 第 一 基 
本 形式 可 以 简化 为 

de —du: t+ Gav 
其 中 GCw,9) 满 足 条 件 
Guo, 9) =1, 人 fa 站) 一 站 

参数 4 和 的 几何 疮 义 是 : 在 测 地 线 族 〈 即 刀 盟 线 或 % 一 党 
数 ) 上 , 介 于 9- 曲 线 4=6, 和 2=0s 之 则 的 弧 长 为 |& 一 ce1]; 在 测 目 
线 (C) (w= 上 介 于 上 册 纺 ?一 而 和 ?一 之 问 的 弧 长 为 4 一 
EA 

8.4 曲面 上 测 地 线 的 短程 性 

利用 曲面 上 的 半 测 地 坐标 网 容易 证 明 测 地 线 的 短程 性 ， 即 在 
适当 的 小 范围 内 连结 任意 两 点 的 测 地 线 是 最 短线 ， 所 以 油 地 线 又 
称 为 短程 线 . 

定理 ”给 出 曲面 上 充分 小 邻 域内 的 两 点 己 和 人 则 过 P, 旭 
两 点 在 小 邻 域内 的 测 地 线段 是 过 续 P， 9 两 点 的 曲面 上 的 拓 绪 中 
红 长 最 短 的 曲线 ， 

证 明 设 (C) 是 夯 面 上 连结 
P, @ 两 点 的 一 条 测 地 线 . 在 曲面 
上 选取 半 测 地 坐标 晤 ， 使 曲面 上 
包含 (O] 在 内 的 一 测 地 线 族 为 4- 
曲线 , 它们 的 正 交 雪线 为 p- 困 线 ， 
则 根据 上 述 结果 ， 则 面 的 第 一 基 


于 加 


本 形式 为 
Cat—du Gav 
不 妨 设 电线 (0) 的 方程 为 vy 二 0, 卫 和 龟 的 坐标 分 别 为 人 2， 的 
和 (Wz, 09 (55 之 WW2), 于是; 放 吝 地 线 ( 中 由 卫 到 @ 的 弛 长 为 


s(PO)| 一 
又 在 这 个 小 邻 域 内 连结 了 和 日 的 任 审 曲线 {加 的 方程 设 为 


vy 二 yu) 


oT 
a(BO)| = .Vi Farid 


F Vrms 


而 且 只 有 当 内 一 0 时 ,上 式 中 的 等 号 成 立 , 但 中 =0 即 "一 党 数 (w- 
且 线 ), 这 表示 (5) 与 (0) 重合 ， 这 就 证 明了 (C) 是 加 结 P， 人 的 最 
短线 .， 
需要 说 明 的 是 如 果 不 限制 在 一 充分 小 的 曲面 片上 ， 这 个 定理 
的 结论 不 一 定 正确 ， 例 如 在 球面 上 ， 如 果 两 点 不 是 一 条 直径 的 两 
庙 , 连结 它们 的 大 男 绝 { 翻 地 线 ) 有 两 条 ， 这 两 条 大 国 弧 一 长 一 握 ， 
短 的 是 景 短线 ， 长 移 不 是 ， 但 是 如 果 只 取 球 面 上 不 含有 任何 同一 
条 间 径 的 两 个 端点 的 一 部 分 , 则 上 述 定理 的 结论 是 正确 的 . 

关于 定理 2, 我 们 也 可 以 利用 迹 分 法 的 理论 来 证 明 . 

设 曲 高 上 的 曲线 tO): | 

| Wit 8) . 

通过 户 和 旨 两 点 ， 了 和 名 对 应 的 参数 值 是 s, 和 *， 壕 这 两 点 都 还 愉 )? 的 此 
线 是 人 ee): - 
iui(s) + ewice) 
其 中 是 充分 小 有 量 , 并 且 Wi(81) 二 吕 ' (32 二 由 
二 


站 曲线 (中 在 P8 周 的 弧 长 为 
= ee g5 5 
= 人 信人， 才 和 ] 
沿 曲线 (6) 的 PQ 问 的 台 长 为 
到 fc) =- Pew td 


少 8 0 了 时) 玫 0)=rs 要 使 (C) 是 曲线 族 人) 中 弧 长 最 姐 的 曲线 , 必须 有 


ie) 
de ET ~ 
即 四 
ER 
或 
39 
> wt See 0 
根据 分 部 各 分 


0 
得 是 wi(sn) = witss) 二 0, 因此 有 


> wa 一 bE 


于 是 稳 
-a dap 
人 
困 为 闸 数 w' 是 任意 的 , 于 是 得 到 欧 拉 (Eulier) 方 程 
dfaP\ ap | 
二 ( 结 -i i 
由 于 
p= 二 wa 
二 


和 TBF 


Dg 加 网 
二 ;和 ~ (Bee a 4 -1) 


2 it 
Pe Le 
-BY 


于 是 欧 拉 方程 简化 成 


上. S20 ye 
et Dur 0 3 Da = 说 
可 LL 


rE 


由 于 
ee 
[9 

所 以 

or 

Hj rk jk 

“223 Le 本立 Ms ji 
jr 4 

加 此 下拉 方 程 又 可 以 写 应 


> 让 人 si 0 
时 
因为 g=det (gn) 天 上 上汽 吉 从 于 
识 二 他 信和 WD (l=1,% 


这 就 是 测 地 线 方 程 ， 所 以 短程 线 ( 中 就 是 浏 籽 线 . 

6.5 二 斯 - 波 涅 (Gauss-Bonnet) 公式 

在 平面 几何 中 我 们 知道 三 角形 的 三 内 角 之 和 为 180, 如 何 把 
这 个 结论 推广 到 曲面 上 ,这 是 我 们 在 这 里 所 要 解决 的 问题 . 

在 曲面 和 上 给 出 一 个 由 天 条 苑 请 曲线 段 记 围 成 的 曲线 多 边 形 
* 是 学 


{如 图 2-30), 它 围 成 了 一 个 单 过 
通则 面 域 G. 多 边 形 是 好 的 边缘 ， 
记 为 2G, 设 曲 面 S 的 高 斯 曲率 
和 测 地 曲率 分 别 为 己 和 5, 曲面 
的 面积 元 素 和 民 长 元 素 分 别 为 
do 和 &s， 则 有 以 下 公式 成 立 . 

商 斯 - 波 涅 公式 图 2-30 


是 
(Rao+t 中 Fas + ro)=27 
四 ja 4 


其 中 心 是 3G 的 第 了 个 内 角 的 第 度 ,r 一 w 是 外 角 的 角度 。 
以 下 证 明 此 公式 成 立 。 
在 曲面 妊 上 引进 半 训 地 坐标 阿 , 则 有 
ds’—du’+ Gdav 


且 
rh=0, Th.=0, T=0 
Th= 钼 ， 人 -一 5。 Th- 名 
到 由 本 节 末 的 习题 第 4 题 知 
buds -=a te (vB (VE) udp 
于 是 得 


bhids + 中 —(VO ud de” (Va) . 《2.76) 


根据 司 reea 公式 
Pe, v) dw du, odo=| (a 3 3 dudy 


命 P=0，Q 二 一 (VG)w 则 有 
.385 。 


中 -vs)sao=|[- (VT dudy 


但 是 
do =~ Gdudv 
并 且 由 $5 的 习题 知 ,在 半袖 地 坐标 网 中 Gauss 曲率 五 的 公式 是 
Dw 
AG 


所 以 (2.76) 式 的 第 二 个 积分 是 
中 (VOY a = [fxar 


现在 我 们 讨论 (2.76) 中 的 第 三 个 积分 ， 设 3G 的 切 向 县 wa 和- 曲 
搁 的 团 向 量 r。 的 买 角 为 6。 由 于 在 半 测 地 坐标 网 中 7 是 单位 向 
其 ， 所 以 有 


cosf =0 TT, 二 


sin0=+VIT05T =+ /1—() = +VG 


dar ,T= Tt rd T= du 
Qs us ds 


共 中 所 以 产生 正 负 号 的 原因 是 由 于 沿 39 积分 时 有 两 种 不 同 移 六 
向 , 不 过 吉 果 我 们 采取 道 时 针 方 向 时 ,可 只 取 正 号 , 即 


6-te (vv58) 或 tg6 一 w/G 吧 
这 样 (2. 76) 可 简化 为 
中 see 人 rec- 和 yw 


申 各 由 在 全 


易 知 绒 3G 一 周 后 ,9 的 增 量 是 2x, 但 这 个 增 基 并 不 完全 由 上 臣 中 
的 第 三 个 积分 产生 的 , 其 中 每 一 个 外 和 角 一 %i 十 让 然 存在 的 增 最 ， 
所 以 
Pa0=24— (4—a) — (ros) —"— (rs) 
好 个 
于 是 避 . 7 的 就 变 成 所 求 的 公式 
[lgaot 中 as | Tra) 2 


推 沦 . 
. 1】 如 果 吧 是 一 条 光 沟 曲线 , 则 有 


Igaot 中 buas=2z 
2 各 果 23G 是 由 测 地 线 组 度 , 则 有 
||zac+ Sea) =2r 
a t=1 


3 如 果 绍 是 一 个 油 地 三 角形 ， 即 三 条 测 地 线 所 围 成 的 三 角 
形 , 则 有 
||gao Es 


其 中 8(A) 一 oa 十 aa 十 ca 表示 三 内 角 之 和 。 

6.8 曲面 上 向 量 的 平行 移动 

一 ”曲面 上 的 向 量 及 其 平行 移动 

湖面 上 移 向 其 , 指 的 是 曲面 上 给 定点 处 切 于 此 曲面 的 向 量 . 如 
果 从 曲面 的 一 点 到 另外 一 点 平行 移动 一 向 量 , 那么 , 一般 来 说 平行 
移动 后 的 仙 量 的 方向 与 切 平面 成 一 角度 ， 因 而 不 能 认为 是 曲面 上 
的 向 县 ， 我 们 在 这 里 建立 曲面 上 向 量 的 平行 移动 的 概念 . 


设 沿 曲面 号 上 一 则 线 (C) 
® TBF7 » 


Hut) (i=1,2) 
的 点 六 (#), 给 出 一 向 量 att 7 它 在 点 型 ( 世 处 切 于 井 面 , 革 沿 此 有 曲 
线 络 出 一 向 量 场 。 当 向 量 a 从 点 型 移动 ( 按 通常 意义 的 移动 ) 到 邻 
近 点 于 时 得 到 增 量 , 其 主要 部 分 等 于 微分 za. 从 点 型 引 和 二 Ga， 
那么 一 般 来 说 ， 这 个 向 量 丰 在 点 型 的 切 平面 上 ， 因 此 它 不 再 是 曲 
面 在 并 的 切 册 量 ， 我 们 把 它 分 解 为 在 切 平面 上 的 向 而 面 法 线 王 
方向 的 两 个 支 量 ( 图 2-3I)， 


图 2-31 


洛 波 线 方向 的 支 量 为 
[rn Cat da) Jn 

因为 站 在 点 型 处 切 于 曲 而 ,所 以 站 aa 一 0 因而 向 量 G 十 ea 沿 

法 线 方 向 的 支 量 可 和 由 下 式 下 示 : 
(oda) 

从 +da 减 去 它 在 法 线 方 向 的 支 量 ， 我 们 得 到 切线 支 量 , 记 

为 (a 二 ge),, 则 有 : 
tatda},=a+da— (n.da)n 

这 是 人 内 tda 到 点 形 处 的 切 平面 上 的 投影 问 量 . 

我 们 把 点 天 处 的 向 量 (aea)， 和 向 量 a 的 差 称 为 向 量 a 从 


虚 型 沿 曲线 (移动 到 点 形 ' 的 绝对 微分 , 用 Da 来 表示 : 
。 了 388 。 


Da=da— nda}n ‘2, 77) 
由 直上 圭 出 ， 当 向 量 从 点 对 阁 曲 线 介 ) 移 动 到 点 政 ' 时， 向 时 
a 的 绝对 微分 Da 等 于 把 它 的 通常 微分 Ba 投影 到 点 形 处 的 切 平 
面 上 的 部 分 ， 因 挝 在 点 于 处 向 量 @ 的 绝对 微分 Da 仍然 是 一 个 在 
点 型 处 切 于 曲面 的 同 基 . 
当 Da= 自 时， 表示 向 量 @ 从 点 站 车 (CD 的 方 庙 移动 到 点 好 
时 ,微分 ga 语法 线 5 的 方向 , 换 甸 话说 ， 把 向 晤 aa+ga 投影 到 点 
并 的 切 平 面 .上 时 , 我 们 得 到 向 量 a9， 这 时 ， 我 们 称 向 量 a 十 da 是 
向 量 从 点 媒 店 (0) 的 方向 到 邻近 点 型 " 经 过 平行 移动 而 得 到 的 
问 量 . 
因为 这 梯 所 定 交 的 平行 移动 概念 与 所 过 取 的 曲线 二 wi(#) 
有 关 ， 因 此 a 与 aida 称 为 沿 曲 线 =w(t) 在 惑 维 - 其 维 卉 
《Levi-Civita) 意义 下 的 平行 向 量 ， 即 称 向 最 ma 十 ea 与 a 语 曲 线 
“Wot) 是 勒 维 - 其 维 塔 平行 移动 ， 
特别 地 , 在 平面 上 向 量 的 勒 维 -其 维 塔 平行 移动 和 通常 意义 下 
的 平行 移动 一 致 , 这 是 由 于 在 平面 上 da 一 Da. 
现在 我 们 导出 绝对 微分 的 分 析 表 达 式 ， 从 而 可 以 得 到 平行 移 
动 的 分 析 条 件 ， 设 沿 所 考 下 的 曲线 (C) ,在册 线 上 每 一 个 点 ， 疝 量 
Gy 的 坐标 是 只 Ct qt), 即 
A= 二 ors 
其 中 ru rs 玻 为 曲面 上 在 同一 点 的 切 平面 上 的 从 标 疝 量 
光 计 算 da: 
da =dari+ dr +a (rudw rodu) a (rd + rel) 
利用 Gauss 方程 , 则 有 
da= der daors 
十 全 tT hr+ Tro)d t+ CTir tT hr) dw’) 
To lr tt ira CT har t ra) du + (*) 
» TB9 +* 


这 里 向 有 和 写 出 的 各 项 包含 向 晤 nr 且 组 成 向 量 da 的 法 线 支 量 ， 去 
掉 da 的 法 线 支 量 后 ， 所 等 到 的 就 是 2Pa， 把 上 式 中 的 各 项 姻 以 整 
理 , 即 得 
Da=—r.(dalt To 十 Tilog de Tadu! 
+ Tmadw) rea tT? od tT to dw 
+ .oldu Todw’) 
车 Da 的 举 标 以 De', Dea? 来 表示 , 即 
Da=rDa +rDo 


出 得 
中 
Do: 一 go 二 Sl Fiona 
《2. 78) 
Dr=dmt > Tsardur 
wrB=1 
这 就 是 绝对 微分 的 表达 式 ， 


特别 地 , 车 向 量 a 作 平行 移动 , 则 Da 一 0, 或 即 Do 一 Do =0. 
从 而 我 们 得 到 向 量 & 由 点 以 沿 着 方向 Cdw'!，dww*) 平行 移动 到 邻近 
点 ML' 的 分 析 宪 达 式 : 
:一 一 人; Tl or Au 
和 (2. 79) 
do:=— 5S Tpdur 
B=l1 . 
这 个 条 体 玫 示 ， 在 平行 移动 下 ， 向 量 a 的 坐标 的 微分 可 用 它 在 点 
展 处 的 坐标 9!，a? 和 在 点 型 的 也 入 以 及 对 应 于 从 点 旺 到 点 型 “的 
微小 位 移 的 上 坐标 微分 eu 来 表达 . 
二 平行 移动 的 性 质 
以 上 我 们 只 在 微小 范围 内 考 虚 曲 面 上 的 平行 移动 . 现在 把 这 
» I90 。 


个 沿 已 知 曲线 作 微小 移动 引用 到 有 限 部 分 的 情形 , 
设 在 曲面 上 一 条 已 知 曲 线 (C): 
w=w(t) 
它 的 起 点 志 ( 从 ， 二 多) 处 作出 曲面 上 的 茶 一 个 商量 we， 如 果 在 曲 
线 (O) 的 某 一 点 二 处 作出 曲 醒 上 的 向 量 at#)( 图 2-32), 使 得 当 由 


较 2-32 
点 二 移动 到 点 十 让 时 ,向 是 a da 是 向 量 a 由 平行 移动 而 得 到 
的 向 量 ; 且 在 起 点 # -0 的 向 量 a(+) 合 于 ao， 我们 说 , 向 量 ao 沿 
和 曲线 (0) 的 平行 移动 是 实现 了 ， 接 句 话 说， 向量 函数 a(t) 的 坐标 
axt)，ex(t) 在 从 点 二 到 填 Lt 的 移动 下 ， 请 足 平行 移动 的 条 件 
(2.79) 以 dt 除 之 , 则 函数 o( 8 ost) 必须 满 是 下 列 微 分 方程 : 


da! > ri dw’ 
at ey “i 
(2. 80) 


由 此 我 们 可 以 看 到 , o,f 关于 的 导数 是 a1， 本身 的 线性 
函数 ; 这 时 ,a', az 的 系数 是 # 的 已 知 函 数 ， 此 外 , 当 上 =0 时 , 所 求 
的 函数 al az 必 取 初始 值 oj, 中 即 向 量 ae 的 坐标 ， 因 此 微分 方程 
组 (2.80) 的 解 41(t), 2(t) 是 唯一 存在 的 ， 总 之 , 痢 已 知 的 曲面 曲 
线 (0) 的 平行 移动 总 可 以 唯一 地 实现 。 

-Jj91* 


现在 ， 导 出 在 曲面 上 平行 移动 的 一 个 很 重 村 面 且 与 壮 通 意义 
下 的 平行 移动 相仿 的 性 质 , 

党 在 起 点 姥 信 二 0) 给 定 许多 个 切 于 上 曲面 的 向 量 ， 然 后 使 这 些 
向 量 沿 一 条 有 曲面 曲线 平行 移动 ， 则 这 些 向 量 的 长 度 及 它们 之 何 的 
夹 角 都 保持 不 变 . 

为 了 导出 这 个 结论 ， 我 们 和 洁 求 出 没 井 面 平行 移动 的 向 量 的 作 
图 法 ， 为 比 , 沿 某 一 曲面 曲线 (C) 作出 曲面 的 切 平面 ， 它 们 的 包 络 
是 一 可 展 曲面 ， 若 在 (C) 上 各 个 点 作 切 于 曲面 的 请 向 量 a(t)， 则 
这 些 向 量 和 曲线 (0) 也 在 可 展 曲 面 上 ， 把 可 最 曲面 展 为 平面 ， 令 
曲线 (G) 展 为 平面 上 的 曲线 (Co , 而 向 基 @ 变 为 平面 上 的 向 量 ea. 
因 可 蝴 曲 面 的 切 乎 面 也 是 原 曲面 的 切 平 面 , 由 平行 移 注 的 定义 知 ， 
向 量 a 沿 一 曲线 (0) 的 平行 移动 仅 与 沿 曲 线 (0) 的 曲面 的 切 平面 
的 位 置 有 关 ， 所 以 当 且 仅 当 该 向 最为 沿 (C) 的 可 展 曲 面 上 的 平行 
移动 时 , 向 是 @ 在 原 曲 面 上 为 沿 曲线 (C) 的 平行 移动 ， 另 一 方面 ， 
当 展 为 平面 时 , 平行 移动 的 向 量 仍 为 平行 移动 的 向量 因此, 我 们 
得 到 下 列 结 论 : | 

向 量 沿 一 条 已 知 曲面 曲线 (C) 平行 移动 的 充 要 条 件 是 沿 (0) 
斯 作 的 切 平面 的 包 络 面 所 得 可 展 曲 面 假 开 在 平面 上 时 ， 所 得 到 的 
向 量 在 平面 上 为 平行 移动 , 
，. ”由 此 ， 我 们 得 出 沿 曲 面 曲线 平行 移动 的 向 量 的 作 图 法 ， 若 在 
曲面 曲线 (0) 上 一 点 型 给 定 一 个 向 量 a (图 2-33)， 使 其 沿 (O) 平 


因 3-33 
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行 移动 到 -- 点 于: ， 只 要 把 (C) 用 以 上 方法 展 为 平面 曲线 (0 ,在 
点 型 \ 取 对 应 于 @ 的 向 量 we， 在 点 Mi 作 按 通 常 意义 下 的 平行 移 
动 到 Mi 的 向 量 wo， 把 这 个 平面 图 形 施 行 托 钢 变 形 使 回 玫 原 曲面 
上 米 , 则 在 了 Y' 点 对 应 于 对; 处 的 ae 的 向 量 就 是 所 求 的 向 量 

因为 向 量 的 长 度 与 来 角 对 于 展 为 平 而 的 等 中 变换 是 不 变 的 ， 
所 以 由 普通 平行 移动 的 性 质 推 出: 

在 任 一 曲面 曲线 (0) 上 切 干 项 面 的 诸 向 量 沿 (0) 平行 移动 时 ， 
这 些 向 量 的 长 度 以 及 它们 之 间 的 夹 角 都 保持 不 变 ， 

现在 我 们 从 曲面 上 平行 移动 的 观点 来 覆 测 地 线 . 

假定 册 面 曲线 (CO) 的 方程 为 全 一 时 人， 共 中 8 为 (C) 的 屋 长 . 


设 弟 线 (0) 的 切 向 量 (各 ,过 ) 洁 (O) 平 行 移动 ,以 呈 -4 , 


吧 懂 人 (2. 80) (注意 ,这 时 (2. 80) 中 的 参数 t 换 成 s)， 则 变 为 方程 


2 - 4 das 
号 HoT (jb=1,2) 
1t*F 


这 是 测 地 线 的 微分 方程 , 反 过 来 也 成 立 。 总之， 曲线 (0) 为 油 地 线 
的 充 楼 条件 是 它 的 切 癌 量 在 勒 维 -其 维 洪 平行 移动 的 偶 浆 下 沿 (C》 
是 互相 平行 的 . 

测 地 线 的 这 个 性 质 跟 普 通 空间 中 (或 平面 上 } 的 坦 线 的 性 质 是 
相仿 的 ， 因 为 直线 有 固定 的 方向 ， 也 就 是 在 直线 上 任何 一 点 沿 直 
线 的 向 量 总 跟 这 条 直线 是 同方 向 的 ; 

根据 调 地 线 的 上 述 性 质 ， 如 果 要 沿 测 地 斌 平行 移动 一 个 长 焦 
一 定 的 向 量 ， 只 去 把 这 个 向 最 与 已 知 痢 地 线 在 移动 过 程 中 保持 交 
于 一 个 定 角 就 可 以 得 到 ， 显 然 , 直线 也 有 这 个 相仿 的 性 质 . 

6.7 “* 极 小 曲面 

现在 我 们 讨论 平均 典 率 五 =0 的 曲面 . 先 考虑 以 下 极 值 问题 : 

设 (O) 是 一 空间 光 清 半 曲线 ,S 是 过 (C) 的 一 曲面 ， 它 的 参数 

站 


表示 大 
C2, 2) {&=1, 2,3) 
抢 定 如 和 Sr (a 一 1， 2, 3, 1 一 1， 的 函数 eR 短 )， 考 虚 
积分 


I J L (2, Sawaw 


共 中 如 是 态 中 (0) 所 包围 的 曲面 区 域 . 
现在 间 : 过 曲线 (0) 的 赐 面 3 满足 什么 条 件 才 使 积分 了 取 局 
部 极 小 值 ? 
考 开 过 曲 弘 {0) 的 与 S 邻近 的 曲面 
Bd. w=, We) + ew Ct!, u*) 
其 中 w" 是 沿 曲线 (0) 为 零 的 0" 类 函数 . 
设 到 上 由 曲线 (0) 所 包围 的 曲面 区 域 是 8, 则 有 积分 


ee ++ eww’, 3 + dudu? 
(x—=1, 2,3; i=1,2) 
由 于 7 一 minz 所 以 


dll 
de 本 和 =0 (2. 81) 


人 他 如 ”三 十 和， 2 ed 一 一 疙 


茶 中 =P 


上 式 双 能 改写 成 
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{Te 
+ 时 三 de (C2. 81)， 


根据 Green 公式 
和 Bw- 六 duidu?— | Pl, we + Qu, J du? 


所 以 有 


EE 


-5 (rE (Ye 
因为 tr 沿 曲线 (C) 为 零 ,所 以 上 述 积分 为 零 ， 又 因为 函 教 w* 是 任 
意 的 , 所 以 极 值 条 件 (2.81) 或 (2.81)' 转化 成 
aL 
于 和 人) 就- 


这 就 是 使 积分 工 取 局 部 极 小 值 的 条 件 , 又 称 为 欧 拉 方程 
现在 我 们 希望 寻找 使 (0》 所 包 图 的 曲面 区 域 可 的 面积 为 极 小 
的 曲面 5, 这 种 曲面 也 称 为 季 小 曲面 . 
这 时 积分 了 就 是 曲面 域 瑟 上 曲线 (0) 所 包围 欧 区 域 吕 的 面积 


4A={{V Taw 
其 中 9 一 久 192 一 9 
因为 了 = /8 ,所 以 欧 拉 方 程 变 成 
2 )- 3g 2 0 {a=1, 2, 3; i=—1.2) 
根据 定义 
Ss 9 


go 一 站 233 


ET 
所 以 有 
a = ag 9gjs 
2 9 Ogss Ori 
1 ze ,十 
Tg 3 Za oo ) 
一 /了 @ it Bg ~ EN F's 
了 1 EE 
(r=1, 2, 3; 5, 7, R=1, 2) 
因而 
3 Bb doh tat(—g I Th 


Ait Fw 
9 TH) ty ee 


和 2 和 
EVI (RT Lm 
i | 上 © 


(0=1, 2, 8; i, j,k=1, 2) 

其 中 = (onsz 是 曲面 3 的 单位 法 向 量 , 最 后 一 等 式 得 自 曲 而 

论 的 高 斯 方程 T= 374Ts+Ln， 又 因 MVF== 1 sry 
Ei 启 


不 含 9 ， 所 以 


而 平均 曲率 囊 = 冯 19" 学 (， 因 此 面积 4 为 极 小 的 网 拉 方 程 简 化 
isj _ 


9G 8 


人 


于 是 得 到 

定理 ”对 于 过 室 间 光滑 六 曲线 () 的 曲面 咏 求 说 , 如 果 ( 吕 所 
所 围 的 曲面 面积 最 小 , 则 曲面 有 的 平均 曲率 得 等 于 堆 ， 换言之 , 棋 
小 曲面 的 平均 曲率 为 零 . 

附 记 : 定理 中 提出 的 家 小 曲面 问题 在 1866 年 由 J.Plateau 
提出 , 又 称 为 Plateau 问题 ，1930 年 王 Douglas 和 下 . Rado 分 别 
独立 地 证 明了 解 的 存在 性 ,不 过 他 们 的 解 中 可 能 有 孤立 青 点 ,到 了 
1970 年 ,R.Osserman 证 明了 Plateau 问题 的 解 没 有 夷 点 。 


习 题 
1 ， 求 正 交 网 的 至 称 曲线 的 调 地 曲率 . 
2 求证 旋转 面 的 于 午 线 是 澳 地 线 ， 而 平行 圆 悦 当 子 午 线 的 切线 平行 于 
旋转 轴 时 才 号 负 地 缀 . 
3 求证 : 
(1) 如 果 视 地 线 同 时 为 浙 近 线 , 则 它 是 一 直线 . 
(2) 恕 果 济 地 线 辣 时 为 前 率 线 , 则 它 是 一 平面 临 线 。 
4 ”如果 在 曲面 上 引进 半 测 地 学 标 网 : 


da = 人 dy Gdv: 
求证 : 
maol ee (So ) Ee 
5 手册 曲面 的 第 一 基本 形式 是 
本 8 一 他 + Gu, 0) dy 
如 果 此 曲面 上 的 测 地 线 与 s- 曲 线 交 于 前 a 时, 求证 


da _ IVG 
vy Ee 
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$7 常 高 斯 曲率 的 曲面 
7.1 常 高 斯 曲率 的 曲面 
在 曲面 总 
Tr 二 T(t 访 
主 选 一 条 测 地 线 作 为 -曲线 : “= 各 再 取 与 它 正 交 的 测 地 线 族 必 
为 -曲线 , 测 地 线 权 的 正 交 轨 线 作为 +- 曲线 ， 对 于 这 样 的 半 测 地 
坐标 网 ， 由 面 的 第 一 基本 形 冻 简化 为 
让 一 二 全 人 vav? 
其 中 GG{0,5) = 二 1，6G,.(0, 0 一 0. 
根据 中 的 习题 知 , 对 于 半 测 地 举 标 网 来 说 , 曲面 的 高 斯 曲率 是 
ER-_- LEVG 
VE he 
现在 设 曲面 8 的 高 斯 曲 康 是 常数 ， 即 下 = 常数 ， 则 得 微分 
方程 


YE +EvVG=0 


根据 初始 条 件 : goo, 5) 二 1], Gut0, v2) 一 0， 我 们 可 以 接 以 下 不 
同和 情形 求 出 这 个 微分 方程 的 解 ， 

《1) 正常 数 高 斯 曲率 的 曲面 (K 汗 0), 此 时 

vBG=A{0 co Kyut+ Blv)sin vy Kw - 
根据 初始 条 件 A4()=1，B(9) = 二 0. 
所 以 有 
I=du:+ co Kudy 

实例 ， 考 虚 球 心 在 原点 ， 半径 为 五 的 球 面 ， 取 赤 章 为 最 初 

给 定 的 测 地 线 ， 则 所 有 经 线 是 与 赤道 正 交 的 测 地 线 ， 所 有 纬 组 是 


这 澳 地 线 族 的 正 交 轨 线 ， 因 此 球面 上 的 经线 和 纬 线 构 成 半 珊 地 坐 
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标 网 . 
设 球 面 上 点 的 经 度 为 4 纬度 为 v, 则 球面 的 参数 表示 是 
x—Reosucosy 
y=BReosysing 
z= Bsiny 
dat —dr: + dy + da = Ridu’ | Reos tudo 
在 球面 上 重新 选择 参数 , 命 


WRu, T= Re 
则 
一 二 cos ?全 人 
高 斯 曲率 一 一 i 2 入 = ak | -在 
E 
于 是 得 到 


I=—dwW:+ cos’:(v KU do? . 
因此 正常 数 高 斯 曲率 的 遇 面 的 第 一 基本 形式 与 球面 相同 .. 
《2) 五 =0， 从 而 有 ”EG =1, 因 此 
I=dy: + dv 
所 以 零 高 斯 嵌 率 的 曲面 (可 展 曲面 ) 的 第 一 基本 形式 与 平面 相同 . 
《3) 负 常 数 高 斯 曲率 的 曲面 (五 所 0), 此 时 
Ge-Heoshafv — Ew dv 
这 种 情形 我 们 在 下 一 小 节 中 再 详细 讨论 . 
7.2 人 的 球面 
现在 我 们 构造 一 种 负 常 数 高 斯 曲率 的 曲面 . 
我 们 首先 定义 0xz 平面 上 的 电 物 线 (tractrix) 如 下 : 
定 尽 ” 设 曲 线 人 ) 上 任意 一 点 的 切线 上 介 于 切 点 和 3 轴 之 间 
芍 线 段 始 终 保 持 定 长 久 则 此 曲线 称 为 虚 物 线 ，z 轴 称 为 噶 物 线 的 


s EPP 二 


源 近 线 . 
下 面 我 们 来 推导 虚 物 线 的 方程 , 设 它 的 参数 表示 为 
T=mt), z=2z{t) 


曲线 上 一 点 Pz, z) 的 切线 上 点 的 坐标 是 (z+ 和 ,z+o 图 ), 其 中 
是 参数 ， 如 果 这 点 在 2 轴 上 ,由 


+o =0, 妈 w= 一 Ee 


at 
所 以 曲线 在 Ptw, 分 虑 的 切线 与 = 办 的 交点 8 的 坐标 是 


因为 | P81=a, 所 以 


由 此 得 三 


如 果 命 * 一 403int, 则 
dz ot, goostdt 一 Lal— sin*t7s— 二 cf 
sint sint 


所 以 


1 , 
ins sini jd 
_ i 
总 一 +alIn te 本 十 cost | 
因此 , Crz 平 遇 上 以 z 轴 为 宁 近 线 的 点 物 线 方程 是 

| T=0aini 
再 talln tg 可 二 cos t) 
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如 果 把 上 述 蝶 物 线 绕 z 轴 旋 转 ， 所 得 的 旋转 面 称 为 伪 球 面 (图 2- 
3 办 , 它 的 参数 表示 是 

wsinf cosd 

和 ee 


2 二 alln te 五 十 cos 3 


区 2-34 


下 面 我 们 来 计算 伪 球 面 的 第 一 基本 形式 ， 并 证 明 它 的 高 斯 曲 
率 是 负 常 数 . 
1= ads:—adv tay’ 十 
一 (geosteosBdi— asintsin Dd) + (acostsindd# ， 


asintcos0da0): + 全 Cain Sin 9) [有 


| 二 cos 二 si 


由 此 得 到 


at jap 加 


T= atotg’tdt? grein’sa0! 
改变 曲面 的 参数 ， 命 和 
=n sint; 人 一 由 


则 


du—actg tdt, sint=— es 
所 以 伪 球 面 的 第 一 基本 形式 是 
T=aw? 十 aae 党 do 
因此 对 于 参数 他 , 轨 的 坐标 圆 是 半 测 地 坐标 网 ，x- 曲 线 忆 三 常数) 
是 测 地 线 族 , 
疼 球 面 的 高 斯 曲率 是 


1 3 全 1 
Re 


下 面 我 们 要 拒 信 球面 经 过 保 角 变换 映 到 平面 上 ， 并 讨论 经 过 
保 角 变换 后 , 伪 球 面 上 的 测 地 线 对 应 平面 上 的 什么 曲线 ? 为 此 , 我 
们 再 改变 伪 球 面 的 参数 . 

命 


T= WH=e "4 
则 dy=dr, du= -2 
人 球面 的 第 -基本 形式 叉 可 改写 成 

ds Sd ay) 


因此 从 曲面 上 的 点 (% 从 到 平面 上 的 点 (z, 拉 的 映射 是 一 保 角 
变换 , 

对 二 信 球面 上 的 新 参数 (2 维和 上 述 第 一 基本 形式 , 我 们 来 计 
算 一 下 浏 地 线 的 公式 


i Th =0 
人 EP . - 


其 中 外 二 xz， 二 
Tih=0, Tl=Ti=—1/y, Tis=0 
Ti=l/y, Ti=T=0, . Ih-—l/y 


新 以 测 地 线 的 方程 是 


从 第 一 式 得 到 
Pe 
即 
的 - 
所 以 
区 二 0 (xc 为 常数 } 
从 第 二 式 得 到 
2 
y yrtys 0 
采 . 
了 “ 世 一 
全 tyr™0 
1 & 
把 二 一 代入 上 式 ， 得 到 
Ye 
(¥) to-0 
| 和 二 am 一 让 。 《有 为 常数 ) 
因为 
四 人 人 
-一 《一 0 十 月 )y 
斯 以 有 ”| . 
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Hy or+t+p 
de YT ay 


(oar — Pdr+oydy=0 
积分 得 到 
3 2— pvt Hay = (7 = 常数 ) 
把 上 式 整 理 后 , 最 后 得 到 形 如 
. (2 一 6 十 妥 一 
的 方程 .这 是 Owy 平面 上 圆心 在 了 轴 上 的 圆 的 方程 .于 是 得 到 
命题 通过 伪 球 面 的 第 一 基本 形式 
I (de tay ) 


把 它 经 过 保 角 变 换 映 到 平面 上 ， 则 伪 球 面 上 的 测 塌 线 对 应 于 加 必 
在 = 轴 上 的 贺 . 

下 面 我 们 仅 考虑 0zg 平面 上 在 x 辆 上 方 的 半 平 面 (g 六 0), 我 
们 称 它 为 罗氏 平面 ， 伪 球面 上 的 测 地 线 经 过 保 角 变换 映 成 罗氏 平 
面 上 国 心 在 * 轴 上 的 半 画 , 我 们 把 这 半圆 称 为 锣 氏 直线 ， 注 意 , 过 
罗氏 平面 上 任 两 点 Pl 和 Pz, 正好 有 一 条 罗氏 直线 连结 它们 ， 通过 
保 角 变换 , 过 伪 球 面 土 任 两 点 , 也 就 有 了 瞧 一 一 条 测 地 线 连结 它们 . 

.3 罗氏 几何 

(1) 罗氏 平面 二 的 长 度 

设 Pi (zco g)， Ps(zpssgyz) 是 罗氏 平面 上 揭 两 点 ,通过 保 角 谈 换 ， 
它们 对 应 伤 球面 上 两 点 , 连结 这 两 点 有 唯一 一 条 济 地 线 , 我 们 把 这 
两 对 应 点 之 间 的 济 地 线 的 弧 长 定义 为 妃 到 Ps 的 罗氏 拒 襄 . 所 以 ， 


- sof Ve ta 
加 Cy ¥ 


a(P,, ry=[ 


tri wm 


积分 沿 着 P(r1 g) 和 Pa(za ge) 对 应 的 伪 球 面 上 的 两 点 之 间 的 唯 

一 的 测 地 线 进行 ， 注 意 油 地 线 的 方程 是 。 

(xz—e): ty :=r? 

作 参 数 变换 
r=etreosd, y—~rsing 


命 


m= roosd, y=rsing, 


Tea= Troogds, y=rsints 


则 


” {Xa} A 1， de 
s(Pu PD)=a| Ye ta ol 


tru¥y 下 L&E] sing 


投 罗 氏 直 线 PP 与 辅 的 
交点 为 Pu 和 了 。, 由 于 这 四 点 在 
一 茹 上 ， 我 们 可 以 定 文 它们 的 非 

调和 比 (Pi, Ps; Pu, 已-). 
“人 尾 取 圆 上 一 点 尽 , 定义 . 
CP,, Ps; Po P..) 


— 9in PS8Po. sin/ PSP,. 
sin A PaSPy’ sin /PySP. 


所 以 


| 0 
CP,, Pz; Po, 已 -一 
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0 “i 8 
cog 二 sin 2 人 


因此 罗氏 距离 公式 是 
at Py, Po) = din (Pl, Po; Po, P.) 

小 结 设 忆 和 PP 是 罗氏 平 而 上 两 点 ， 过 这 两 点 作 贺 交 + 畏 

”于 到, P,, 则 定义 PP, 和 瑚 之 间 的 罗 开 距离 为 
a3{P, Py) = aln (Ps, 瑟瑟 

共 中 非 调 和 比 CPi, Ps; Po, P.,) 定 义 为 
ain /PAP,, sin 一 PIGSP 
sin PySP, ain /PASP, 
这 里 4 为 过 P, 和 Ps, 问心 在 x 轴 上 的 贺 上 的 任 一 点 . 

和 注音, 当 PP. 一 PP 或 Pe->Ps 时 , (Pi, Ps; Po; Po) >00, 所 以 可 
以 认为 5 轴 上 的 点 Po 或 P. 是 罗氏 平面 上 的 “无 穷 允 点 "， 世 就 是 
说 , > 轴 是 罗氏 平面 的 “无 劣 远 线 ”， 

(2) 罗氏 平 而 上 的 平行 线 

罗氏 平 而 上 的 直线 1 就 是 贺 心 在 < 轴 上 的 * 轴 上 方 的 半 加 ， 
它 交 xz 轴 于 Po 和 了 两 点. 

设 P 是 罗氏 平 卫 上 在 直线 { 外 的 任 一 点 ， 则 过 忆 和 Ps 有 一 
条 罗氏 直线 js, 过 已 和 已 有 一 条 罗氏 直线 1。， 直线 与 直线 人 4 
交 于 无穷 通 点 ”Po, 因此 可 以 认为 直线 1 和 如 是 平行 的 ; 同 理 , 直 
线 7 和 4 是 平行 的 (图 2-36). 

| 1 


~P 


(Pi, Ps; Po, P.) 一 
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”因此 在 罗氏 平面 上 , 过 直线 外 一 点 请 可 以 作 两 条 直线 和 
1 平行 于 直线 3， 因而 在 罗氏 平面 上 欧 几 里 得 几何 的 平行 公理 不 
成 立 . 

(3) 罗氏 平面 上 的 运动 
把 定义 了 第 卡 儿 直角 举 标 (z, 扩 的 平面 看 埠 复 平面 ,平面 上 的 
点 kz, 妃 对 应 一 个 复数 
帮 二 下 十 让 
罗氏 平面 对 应 于 y30 的 上 半 复 平面, 在 复 平面 上 作 线 性 变换 
x+ 一 了 十 2 
A 
其中 gr， 是 实 玫 , 且 | 了 |>0， 这 是 复 平面 上 的 保 久 变换 ， 
它 使 上 半 复 平面 变 成 上 半 揽 平面 . 
现在 我 们 来 讨论 : di* 一 先 (dz* 十 4 在 上 述 级 性 变换 下 变 成 


什么 . 


_ (ps—gr)dzs re_ {ps—gr)dz 
de ret DE 
其 中 3 和 3* 分 别 表 示 z 入 的 具 轿 复数 . 
{Ds— 9r) :dsdz 
(rz2+8) (rs+e)s .. 


de* Ha* 


但 是 


(et 
22\F2 十 SF 读 十 司 
{Psar) 1(s 3 
Car HD 


六 一 疗 (2* 一 到 ) 一 


本 -有 3 一 下 y 
(ra Sdtr2 8) 


区 


* A 


所 以 
| oe 二 全 fz- dF 


a 
地 
. Ss 《Ge 十 dy**) =2r (dre+ dy) 
坡 - 
| , He*2 ds3 
因此 线性 变换 


2 一 pz 十 9 |? 9 


2 r2+8 | 8 
保持 罗氏 距离 不 变 , 它 就 是 罗氏 平面 上 的 等 距 变换 公式 . 

在 十 九 世 纪 初 , 罗 巴 契 夫 斯 基 {7To6bateBcxai 于 ,了 1), 波 币 埃 

(J. Bolygi)， 高 斯 (C.F. Gauss) 大 胆 地 否定 了 欧 氏 几何 中 的 平行 

公理 ， 另 外 设立 一 条 替代 它 的 公理 ， 他 们 分 别 独 立地 建立 了 一 种 

新 的 几何 学 ， 称 为 双 曲 几何 学 ， 由 于 最 先 公开 发 表 的 是 罗 巴 事 夫 

斯 基 , 所 以 也 称 此 儿 何 学 为 罗 巴 契 夫 斯 基 的 非 欧 几 何 学 , 简称 罗氏 

后 来 (1868) 贝尔 脱 拉 米 〈E. Beltrami) 用 微分 几何 的 理论 建 

立 了 罗氏 几何 的 模型 , 那 就 是 上 述 的 “在 一 伪 球 面 上 ， 即 高 斯 曲率 


等 于 一 证 的 一 个 曲面 上 , 把 测 地 线 看 作 直 线 而 构成 的 几何 ”。 另 一 


方面 , 黎 曼 (B. Ricmann) 发 展 了 罗马 契 夫 斯 基 的 思想 (1854), 建 立 
了 与 欧 氏 几何 学 和 双 曲 几何 学 都 不 同 的 酉 加 几何 学 ， 双 曲 儿 何 学 
与 粒 圆 几何 学 总 称 为 韭 欧 几何 学 . 


> 


+ 


第 三 章 。 外 微分 形式 和 活动 标 架 


$1 外 微分 形式 
1.1 格拉 斯 用 (Grassmann}) 代 数 . 
设 玉 是 实数 域 五 .上 的 维 向 量 空间 , 它 的 一 组 基底 是 el … 


ess 用 这 组 基底 形 式 地 作 下 列 元 素 
gu - 二 1, ,人 
etAen li 


co Ae li Cin 

erAAes 六 pp 人 es 
连同 尾音 的 单位 元 素 1, 一 共有 

1 十 CR 十 CR 十 十 人 一 29 
个 元 未 .用 这 甜 个 元 素 作 基底 ， 再 作 一 实数 域 RR 上 的 2" 维 向 量 
空 闻 G(F). 其 中 以 3 个 元 素 
ei AN A ANes 1 

为 基底 的 实 向 量 空间 记 成 了 它 是 G(7) 的 子 空间 ; 它 的 元 于 称 为 
Gf(P) 的 二 次 齐 次 元 素 , 它们 可 以 具体 表示 成 


A A en 


工读 下 和 或 本 
其 中 系数 eeoEB， 了 入 后 为 了 方便 起 见 ， 我 们 把 吾 写 成 7 把 
.了 写成 YY, 于 是 (四) 中 任何 一 个 元 看 名 可 以 唯一 地 表示 成 
人 说 壮 训 0 十 册 | 十 十 锦 = 
其 中 wzrETF2(B=0 1 8)， 这 说 明 2" 维 向 量 空间 Q(P) 是 C03 维 
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向 量 空间 (一 区, 中) 的 直 和 , 记 成 
GP) = "OBBV" 
注意 
Tr* 天 下 
因为 六 的 任何 一 个 鞠 素 可 以 表示 成 
Ge Me es AER 
这 个 元 素 一 一 对 应 于 实数 0, 这 个 对 应 关系 建立 了 工 准 阿 昌 空间 
丫 与 及 之 疗 的 同 构 。 | 
实例 : 设 下 是 妨 上 的 3 维 向 其 空间 ，ie ez ea} 是 它 的 一 组 
基底 , 则 
GT 三 PDOVIODT? 
其 中 
Vr=R, Vi=7 
殉 是 名 八 es，es 作 es 6s 作 e1 为 基底 的 3 维 实 向 量 空 间 ， 严 是 以 
er/\es 人 es 为 基底 的 1 维 实 向 量 空 间 , 它 同 移 于 B， 所 以 GCV) 是 
8 维 实 向 量 空间 . | 
下 面 我 们 在 向 量 空 间 GF) 中 引进 一 种 染 法 ， 使 它 成 为 一 个 
我 数 ， 这 种 乘法 只 须 在 基底 上 定义 ， 热 后 再 线性 灿 扩 充 到 整个 
GV). 上 去 . 
十 久 在 G7} 中 引进 葬 浇 < 入”, 规定 它 满足 以 下 规律 
iNEI— es | 
{es A Ae ) AlenA "Ae) 二 eu 六 信人 e 人 eA Aes, 
局 时 又 满足 结合 律 和 分 配 律 
ANA 拉 As 一 5 人 人 人 一 zA 人 5 
TAtoytba}—or i yt+brns 
{oart+oy) As=arN\stbyA\s 
这 种 乘法 称 为 外 莱 ， 定 义 了 外 雪 以 后 的 妇 (F) 称 为 实 向 量 空 间 P 
+ 


上 的 格拉 斯 曼 代 数 。 
附 记 : .| 
(1) 对 玉 每 一 个 ze 下 (= 丰 ,我 们 有 
xzA 人 az 一 0 


役 xz 一 > ,ie 因为 ee 一 0 所 以 
tei 


(eee) 


一 > Oder A ei 


Fj=1 


-> oe Aest 三 sesh es 


er 


= 之 ae, Aest eA ei)=0 


li 

(2) 外 羔 的 定义 要 求 9(7) 的 基 雇 是 线性 无 关 的 . 我 们 举例 
说 明 这 一 点 , 设 

| deies be eNet ce AerAes ie =0 
把 土 式 乘 以 we 人 eiAesA… 人 ea， 则 易 知 sx 一 0， 同 再 可 证 8 一 0 
和 e=0， 困 此 ea 人 es，eAetAes 和 ec 人 ea 人 四 人 是 线性 无 
区 的 . 

格拉 斯 显 找 数 满足 以 下 反 交 换 律 : 

命 是 设 zETw， YETs,， 则 

srAy= (1)y A 
证 明 ”因为 外 若是 满足 分 配 律 的 , 所 以 只 须 考 涝 ， 
w=¢u A A =e A 人 0 

的 情形 .这 有 时 1 
(eA A Ne Ne A Ae 


(pe Ne A Ne A NmAe) | 
=(— DenAerA Ne NenA Ne 
设 总 ,5 是 下 中 一 组 词 量 , 则 它 它们 可 以 法 示 成 


y= Sase (二 ,Dp) 
4s=1 . 


命题 2 
Vt 
AA TT a ee 人 
in | - 
pty 机 dn, 
证 明 | 


WAAAY= DD eA Ae, 


二 
这 说 明 久 人 A…A 人 anEFn 但 是 7 中 的 基 玉 是 
ei i “人 Bi | (li Ci) 
因此 ， 我 们 必须 把 任意 次 序 的 外 积 en A "Nes, 变 成 标 准 次 序 的 


外 积 6 败 信 人 es <) 因而 我 们 在 计算 和 式 三 . ,时 应 


分 两 步 走 : 先 从 (IT 人 中 任 选 P 个 数 Bris 从 后 把 这 
个 数 任 意 厘 询 ， 因此 
iA gp 


-一 
= 


《一 —D)" iri Bin "ss wise 由 5 六 … Ae, 


ol dF) 


黄 中 全， 表示 对 (im .， 洒 的 任 总 排列 求 和 ， [Lis ** i] 表示 


Catsy | 
沫 排列 对 于 烦 序 5 之 -… < 之 记 的 有 反 序 数 。 于 是 得 到 
Bi Gi, | | 
”. ex | 


fp, 及 地 Gpi, | 


¥en Vs= 


ED 
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推论 1 7 中 的 向 基 所,…, y 是 线性 无 关 的 必 训 和 充分 杀 件 
是 
EVA A Pty 


证明 如果 加 八 … 作 ys 到 0, 则 答 隆 (oD (t=1, ,Bj 一 1， 
中 总 有 一 个 了 阶 行列 式 - 


即 炬 阵 (0) 的 秩 为 了 ， 这 说 明 向 量 组 9,…, 妇 是 线性 无 关 的 . 反 
之 , 如 果 向 量 组 轨 ，…， #5 线性 无 关 ， 则 第 阵 (ai 放 的 铂 为 B。 这 说 
明 总 有 一 个 上 述 卫 阶 行列 式 不 为 堆 , 所 以 妨 人 -…: /Ny 0, 
推论 2 设 ,…,y， 是 下 的 另 一 组 基 谢 , 并 丝 
ewe 人 
， 1  ， 
则 有 本 
A Ndet (gn ee 人 ec。 
其 中 det(e 吃 地 0 囊 示 上 矩阵 (es 的 行列 趟 . 
附 记 : 如 果 det(asy) >0， 则 我 们 说 了 的 两 组 基底 {61， "en) 
和 节 ，…, 加} 的 定向 是 相同 的 . 


实例 : 仍 设 了 是 3 化 实 向 量 空 癌 ， gz, ga 是 了 的 另 一 组 基 ， 
并 且 


1 . 
y= ae (i=1,2,3) 
st 


则 有 


Yu Na (Ged est sa) Caer ures t+ G2a5s) 
2113. 


‘1H Gis Cs ls - 
= E122 二 Bo 人 es 
Hr 人 22 ds 8 
tg All 
es 和 el 
Deg tot 


A/ANYs = (qnet mest aes) MN (ae + Gatst Snes) 
(ts181 -Care2 | Gaaea) 
Bi Gs dia 


E/N\e2 /Nes 


一 |G2t Gs .ts 


tay tee fag 
如 果 det(@ 说 >0, 如 线性 变 斤 上 一 这 06e;(1f 二 1，2, 3) 保持 基 并 
. . fl | 


{es ea £82) 和 Yi 的 ,9 的 定向 ， 

12 外 微分 形式 

在 上 一 站 区 中 ， 辑 果 把 向 量 空间 Vy 的 系数 堪 玉 换 成 适 间 位 元 
案 的 交换 环 瑟 ， 则 下 称 汶 环 下 上 的 权 (module). 类 似 于 上 一 小 
节 , 从 环 五 上 的 模 玉 我 们 可 以 作出 另外 一 个 模 G(F)， 并 且 可 以 类 
伏地 在 这 个 模 中 引进 外 乘 . 

设 正 是 定义 奉 Re" 的 菜 沂 秘 革 上 的 全 林 0"- 通 数 ” 所 构成 的 
钙 ， 和 再 设 EF" 中 的 举 标 是 {229)， 条 数 民 于 0 不 的 0 "- 瑟 数 环 
将 以 (oem 为 基底 的 于 为 到 然后 作 到 上 的 神 
GD 一 "电信 由 由 天 
其 中 | 

Vr= kK, Vi=T, V'sK 

Vr(p 一 1, …; 约 中 的 元 素 可 以 表示 成 
AAA 


yp 


1 


*》 性"- 隙 数 是 在 口上 存在 从 何人 阶 的 连续 贪 导 散 的 函数 ， . 
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在 


宅 们 称 为 下 上 的 搬 次 外 形式 .特别 地 ， 庆 = 中 的 元 素 的 具体 


达 式 是 
Tae 0, dv = 0 0 ode + ee 


十 gf ee, dr" 
它们 称 为 UU 上 的 1 次 形式 , 多 称 为 U 上 的 发 带 (Pfaff) 形 式 ， 
实例 : (1》n=1 的 和 情形. 设 五 中 的 坐标 为 则 
0 次 形式 是 cow 二 fz) 
1 次 形式 是 ;二 p(x)dw 
(2) n==2 的 情形 ， 设 殿中 的 坐标 是 Cx, 妨 , 则 


0 次 形式 是 ao 一 fo 的 
1 次 形式 是 ”w=P(%, DartQ(r, DAs 


2 次 形式 是 oo 二 p(w DarA\dy 
《3) 4 一 3 的 祖 形 . 设 访 中 的 坐标 是 (x, yy, 全 ， 则 


0 次 形式 是 一 了 (mp 轧 2) 
w= P(r, y, 5)GX 十 全 (2 9， 309 


1 次 形式 是 
+R(z, ¥, 5) Ad2 

2 次 形式 是 =P(r, y, 2)ay Ndzs+ Q(r, y, a3) a2 NAdr 
+ Rx, y, 2 ArANdy 

3 次 形式 是 w= (x gy adrANdy/N\ds 


投 D 是 Br" 中 一 开 集 , 每 一 个 上 的 发 甫 形式 
一 Seuda 一 人 IE 十 CT 十 ov 十 他 2 


")， 给 出 一 组 发 甫 形式 ,如 
则 称 这 组 发 


+ 


对 应 于 DU 上 一 向 量 场 4 一 《9, az 
果 它 所 村 应 的 向 量 场 在 品 的 每 一 点 处 是 线性 无 关 的 ， 


南 形 式 是 线性 无 关 的 。 
吉 俩 耻 学 


i me ee na 


命题 3 ( 噩 当 (Cartan) 引 理 ) 给 出 U0U 上 Pp 个 线性 无 关 的 发 
甫 形式 天， 了 ofp(1 寺 p 所 8)。， 如 果 另 有 如 上 了 个 发 再 形式 章 ， 
gg 使 得 。 


Agtfa Ngt + fA =0 - 
则 存在 如 上 的 Cr -函数 组 mCi,j 一 4，…, Pp) 使 得 下 列 关系 式 成 立 


= Soufs 他 一 ]， ry ~?) : 
41 
并 和 且 


md 
证 明 我 们 可 以 在 上 逐 点 证 明 紫 命 是 。 对 于 可 上 一 国定 点 
来 说 ， 当 盏 一 和 时 ， 出 地 fi wo, f, 线性 无 关 , 因此 可 以 选 作 下 的 基 
底 , 这 时 有 
gi = Safs 【一直 
#=l1 
但 是 因为 | 


po PAC 
所 以 
号 of Afs=0 


jrj=] 


由 于 六 AH = 站 下 人 方 = 一 ff。 所 以 
.> (gi 一 270 站 A\f:=0 


ti 

但 是 了 AFLSTE<J 委 雪 是 大 的 基底 ， 因此 线性 无 关 , 所 以 
本 一 人 一 《3 71=1, ,1) 

即 . | » . 

or 一 的 ijl 

1。 


得 名 < 研 时 ;机 于 于， 思绪 性 无 关 ， 我 们 可 以 补充 s 一 ?个 
发 甫 形式 了 in 六 梧 得 fi "a 了 构成 和 的 一 组 基底 . 于 是 有 


fs (i=1, 人 
4 一 


再 设 
8z+1 一 光一 9 一 沾 ， Gi=0 (5=p+1, ,fy j=1, "1) 
则 有 
i y= Sofs (i=1, ,9) 
sl 
并 且 


之 fiNg:= Sf Ng 
根据 9 一 * 时 的 讨论 
四 io 
.jl 


并 且 
Hj ii 
情 蚌 
PE (j=1 ,9) 
所 以 
Gj p41 二 (j= 1 2) 
因此 
, * 
. 0 = st (i=1, ,Pp) 
3=1 | 
其 中 


Gi 0 (Ci, j=1, ,2) 
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推论 ”给 出 两 个 鼠 上 的 发 甫 形式 地 和 9 如 果 jy 一 0, 则 存 
在 VU 上 的 0"- 函 数 = 使 得 g 一 af. 

现在 我 们 在 外 形式 模 G0P) 中 引进 一 种 油分 运算 , 称 为 外 入 
分 .引进 了 外 微分 以 后 ， 模 妃 (F) 的 元 宗 称 为 如 上 的 妇 微 分 形式 ， 
V? 中 的 元 素 称 为 如 次 外 微分 形式 , 以 后 简称 为 -形式 . 

定义 ”外 微分 是 一 映射 

dV p+ 

它 的 定义 如 下 ; 设 wpET?， 
| os= BD ty, de A des 


I 


我 们 规定 
| dos= 3 A 


1 


= 六 ean NaanN. “ANdat? 


LE Pe 荆 斤 生 一 二 - 
显然 gosET? 从 此 定 交 可 以 直接 看 出 : 如 果 SEF?"， 则 外 微分 
就 是 普通 微分 ;如果 ESEF” 则 io 一 0 因为 古人 dz 一 0. 

我 们 再 把 以 上 外 微分 运算 的 定 交 扩充 到 整个 如 (7 上。 
定 必 设 ocGfP), 并 且 
@=ot at WEPR 
虽 规 定 1 
Co 一 Co 十 co 十 二 Epo。 
实例 : (1)》 考虑 %=1 的 情形 . 
wo—=f (2), doo=f (I) 
opr dor=p'(z)ir/Adr=0 
《2) 考虑 % 一 2 的 情形 , 
coo= f(x, 的， ao 二 r+ Hay 
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DPlr, Art Yr, ydy 


do = (于 4r+ Art (drt ay) Ny 


dy 
/38_ar 
= ( 弦子 )azNay 
Da = pr rAd dvs=0 


(3》 考 虚 n=3 的 情形 。 
wo=f (Cr, y, 2) 


fw 3g 3f 
da 一 dz - Er 


Oi= P(r, y, sj)dr t+ Or, 7,2) dy+ Fix, y, 53 


ap 2P, , 3p, 
de， =( 功 + 中田 十 区 zj/Adz 


a8 a8 Ei 
+(e Tt a yt Gd) /Nay 


十 Sa s+ 半生 守 dd 


_/38R_ 30 3P 
(区 一 到 dyNdz+ (Se 


BRY ,, 
-Br ) /Nas 
30 .9P yp A 
+( /dy 


m= Pr, y, 2) dy /Ad Wr, y, 2 ds dx 
十 Ra, ¥, 2) dr Ny 


do (Sa s+ ytd 2)N\dyNde 
20 4s SQay 2a) 
: +( 有 d+ ay eas AdsNds 
3BR ， 38 ， 3B _ 
+ 仁和 + 于 dyt+ 况 4d)Nds/Ndy 


3P ,30 , 2R 
= ( 芝 tayt Er )as/ay /de 


a 
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aC— Pr yy, SrA Ay Ndr, dws—0, 
定理 1 设 G 是 EB" 中 一 8 维 区 域 (1 志 P<%)，3G 是 的 边 
缘 , wo 是 GG 鞋 的 (Pp 一 1)7 形 式 , 则 下 询 公 起 成 站 


| = 
这 个 公式 通常 称 为 斯 托 克 斯 (Stokss) 公 式 
我 们 不 打算 在 这 里 证 明 此 定理 ， 因 为 它 已 超出 了 微分 几何 这 
门 课程 的 范围 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 多 元 微 积 分 的 书 (例如 ， 
C. Goffman 著 史 济 怀 等 译 < 多 元 微 积分 y， 人 民 教 育 出 版 社 1978 
年 出 版 ). 不 过 我 们 要 指出 , 当 w==2 或 3 时 , 普通 微 积分 教程 中 已 
经 证 明 斯 托 克 斯 公式 是 成 立 的 . 
% 二 2 时, 设 2 一 2,G 是 平面 召 : 上 一 区 域 , 3G 是 它 的 边缘 闭 曲 
线 , 再 设 避 是 1- 形 式 ， 
: w=P(r, yada Or, yay 


这 时 斯 托 克 斯 公式 为 
| Pa Ast Ot, FRY = [($ 腕 -加 zdy 
这 计 是 我 们 所 妆 和 的 平面 上 的 相 宁 (Ge 公克 
nn 二 3 了 时, 设 2=2, 巾 是 空间 型 中 的 曲面 域 ,3G 是 它 的 边 绿 
《空间 ) 闭 曲线 ， 埋 设 w 是 二 形式， . 
w=P(ly,y, Ar+ Or, ¥, s)dy+ R(z, ¥, za 


_ /28 _ 3QY gP 98 
98 _ EA 
二 (3 qzAAdg 


这 时 ， 斯 托 克 斯 公 S 式 为 
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(Past Qay+t Ras=| 强 - 苞 james 


十 3 一 人 azAaz+( 强 一 如 JaaAeg 


这 就 是 我 们 在 微 积分 教程 中 所 见 到 的 斯 托 克 斯 公式 ， 
和 如果 ?=3, 则 好 是 空间 如 中 一 区 域 , 3G 是 它 的 边缘 闭 曲 面 。 
凡是 2- 形式 
oO=P(lr, y, 2 yda Tt Cr, Y, 202 
十 至 (z,g dmd 
do= EE 
这 时 , 斯 托 克 斯 公式 为 
| PayN\dz + QadzsNadr t Rdr Ndy 


= =| ( 凌 + 强 + 器 dsAdy Nds 


这 就 是 微 积分 教程 中 的 高 斯 (Gauss) 公 式 ， 

附 记 : 再 考 虚 一 下 nw 一 1 的 情形 , 这 时 fp 二 1，G 是 实数 籼 刀 
上 一 区 间 [a,5],9G 是 它 的 端点 a 和 了 ,不 过 要 加 上 定向 ,2 端的 外 
法 向 是 正 的 ,a 端的 外 法 向 是 抽 的 。@ 是 0- 形 式 , 即 函 数 zx), 这 
时 斯 托 克 斯 公式 为 + 


G b 
| af (2)=760) —f (0) 册 3 
这 就 是 微 积分 基本 定理 . 因此 斯 托 克 斯 公式 可 越 看 成 是 一 维 的 微 
积分 基本 定理 在 高 维 空间 中 的 推广 . 
最 后 我 们 青 证 盟 两 个 外 油分 公式 .， 
命题 4(Poincaré 引 理 ) 设 wEG(TD), 则 - 
‘dw—0 
证 明 ”根据 外 微分 的 定义 ， 只 须 考虑 是 Fr 的 单项 式 的 情 
. » 27» 


四 一 Ga so APN A d's 


Th 已 oo _ 
do Sd Ndon A Adr's 
[9 
igi 4 


ddn} = — dr dr Adeit A A d's 
之 DY 


Ory Sig a Md AdaA Man's 
E( Er driori | 


因为 
3 Pi, 
Door: avidri 


所 以 
ddw=—0 
命题 5 设 weEVr, evr", 则 . 
dowADN=doA— C1)r7oNd 
证 明 根据 外 微分 的 定义 , 只 须 考虑 和 9 是 单项 式 的 情形 . 


= A(R, ADA A dir 
自 一 5(2 0 sg A A dvi 
加 
atOAD) = dabdan A A dvis Adri: A A dz) 
=dlab) Adz A Mdrir Adri he A di 
= (0 AAs A Adn's) A ChATh A oe A des) 
二 ai 人 AdrirA den A dni 
一 (Ad 人 GD 人 人 Ge 
十 (一 1 EGG38A driz) 
A A da A Nl) 
= 2224 


=doAd+(—1)ro/\ a 
实例 ; 设 4= 3, RB? 的 坐标 是 {z, 纺 2) 和 日 蚌 到 中 某 开 集 避 
上 的 发 南 形 式 
m=Plz, 2] 十 有 @(z y, 2 dy Rr, y, 5 
0=—o(z, yy, sas dr, y, 2 ay (Cr, y, 2) da 


.a0 {8 20 ap _a8R 
dw ( 2 一 有 jayAazt( 纯 da Nds 


如 
+( 强 -要 TN\dy 
+ 总 强 - 妖 lasAdyAdz=0 
= 宅 一 各 )ay 和 dz+ dAde 


a Aa | 
二 (各 -- 吕 jazAd 
oNg=(Qc— RydayAdzst (Ra—Pe)}dzAds 
+ {Pb—QndrA dy 


EN 的 一 ee Bp)+ 廓 (Bo 一 Po) 
-十 子 (P5 一 9a) az/ My A 


-fc( 绊 - en + ap _ 38) 


dy as az ar 
30_aP ~-{P(E- 冯 ) 
+o( 强 dy )larAay A 人 sz 一 记 Dy ge 


38 ae 8 90 
+9( 弟 - 问 )++R( 名 一半 )ar 人 dg Ada 
elon wmAdd 

上 2 


世 3 弗 罗 皮 尼 斯 (上 robellius) 定理 
.考虑 琴 中 的 一 个 发 甫 方程 
w= P(r,y, Sr Or, ,Ydy 4 BRET, y, 2 = 0 
根据 一 阶 人 篇 微分 方程 理论 (可 参阅 机 分 方程 教程 , 例如 ， 艾 利 斯 可 
尔 益 著 , 南开 大 学 数学 系 编译 中 有 队 详 , 罕 士 英 校 4 微 分 方程 ;CC 人民 
教育 出 版 社 ) 第 六 章 8 3)， 如 果 它 它 注 是 下 到 完全 可 积 条 件 


?名 jo( 交 -天 te 名 -各 -0 


dr a 

则 存在 配 中 的 曲面 。 

了 Ge,9, 2 一 党 数 
使 得 是 =0 与 发 甫 方程 e=0 是 等 价 的 , 即 

df = (2, sz] 人 
这 亚 面 称 为 发 南方 程 m0 的 积分 曲面 ， 显然 ,过 空间 型 中 一 点 
(zu go 20), 只 存在 唯一 积分 曲面 

了 (2 的 2) = f(r0, Yo, 20) 

现在 我 们 要 把 发 甫 方程 m=0 的 完全 可 积 条 件 改 换 一 个 形式 。 


Ci 一 ( 守 - et ds Ad 


+( 爱 - 芝 可 thay 
设 R 取 0, 则 
da Pdr— Qdy 
二 计生 KE 
所 以 


do-=( 强 - 强 yo (=P 一 Pen- Qay) 
+( 姓 一 中 一 -Pi gay Ad 
38 gp 
。224 + 


1 38 3P 11738 3% 
-| 其 ‘BE ds z+ 下 (总 一 Ez ay Ao 


人 
+ 名 -各 


因此 条 件 (*) 等 价 于 存在 一 个 发 甫 形式 8 使 得 

i dw—=0 Aw 
这 个 等 价 条 件 就 器 杖 发 甫 形式 品 的 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 。 

反之 , 如 果 恬 甫 形式 

1 w= P(r, ay oz 十 人 (rz， y, 2dy+ RX, y, 2)ds 

满足 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 
dom= A cw 
其 中 日 是 另外 一 个 发 十 形式 

上 一 在 (2 yy 27 + blr, y, sdy+H er, y, 2 2 


如 有 
Co 一 用 一 用 dy 人 dz+( 和 总 一 强 es Ady 
oy 
+( 况 -3 红 Ady 


Am= CR sO)ayAde+ (cpP—aR)dzs Nady 
+{a0—bPds Ndy 
根据 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 , 我们 有 


a8 28 oo SE_28 

By 了 一 5 站 一 (CQ， rd =eP—dR 
20 _ aP _pp 

《z 和 一 下 /4 一 


所 以 
38 3Q e( 守 - 3 39 2P\_ 
P( 芝 到)+e( 基 加 )+z( 强 - 允 )- 0 
522 1 


因此 , 发 青 方程 % 二 0 完全 可 积 . 
根据 以 上 分 析 , 我 们 可 以 得 出 以 下 结论 : 如 果 爱 窗 形 式 w 满足 
缆 罗 皮 尼 斯 条 件 , 则 发 甫 方程 @=0 是 完全 可 积 的 。 
附 记 : 设 R(x,，g，s) 关 0， 把 发 币 方 程 @=0 改 写成 它 的 等 价 
形式 


它 等 价 于 一 阶 偏 微分 方程 组 


如 果 此 方程 组 有 解 , 设 它 的 解 是 


多 一 2 和，g， OO) 
因为 
als dz 
May Dyae 
所 以 
9 Q\_af_P 
区 - 划 -站 EB 
因而 


-Bf( 台 + 强 允 +6( 强 + 型 对 
R( 强 + 涡 Ed +9( 入 上 本 ax 
RR 


aP | aP 9s aR 3R gz 
一 A( 各 + 如 六 +P( 癌 + 如 部 ) 
RR? 


再 把 尝 一 一 五 和 避 一 一 各 代入 上 式 ， 化 简 后 立即 得 到 发 表 方 各 


一 0 的 完全 可 积 条 件 (*)， 因 此 ， 发 甫 方程 0=0 的 完全 可 积 条 
件 (*) 就 畦 价 的 一 阶 偏 征 分 方程 组 
二 过 


的 完全 可 积 条 件 


或 
2 区 -六 
现在 我 们 把 上 述 例 子 推广 到 高 维 空间 , 以 下 我 们 假定 
i d=, k,l,m, =, ,Pp (pn) 
设 B17? 中 的 奉 标 是 (2 ， :#7)， 考 虚 定 浆 在 BR"*? 中 
开 集 已 上 的 了 个 线性 无 关 的 发 甫 形式 | 


wt (x', rT ls 二 兰 Syitz, yde' 
. tT 二 


TO pam ydy (Cl=1,*, Pp) 
起 : . 


它们 确定 了 UU 上 的 发 甫 方程 组 
@'=0 (T=1,*",p) 

实例 : 妆 %= 2，、3 一 1， 则 我 们 得 到 上 面 例子 中 的 发 甫 方程 
二 0, | . . 

如 果 存 在 避 中 某 # 维 曲面 8 

加 二 一 yt (ml, 0 (E=1, “PD) 

使 得 我 们 把 上 述 方程 中 的 荡 歼 六 (2 ，……， 2”) 代 人 发 十 形式 名 
人 = 到 以 后 ,oo 三 0 即 

二 pix, CT) ar To (x, ee j=0 


则 曲面 仿 就 称 为 发 证 方程 组 以 一 0 全 =]1; 纺 的 积分 曲面 ，8 的 
"227 。 


方程 称 为 发 青 方 程 组 的 解 ， 如 果 过 书 中 任 一 点 只 存在 唯一 的 积分 
曲面 ， 则 称 发 甫 方程 组 是 完全 可 积 的 . 下面 我 们 将 要 给 出 发 甫 方 
程 组 @' 一 0《L = 二 1,…,P) 是 完全 可 积 的 必要 和 充分 茶 件 . 

设 另 有 一 组 UU 上 的 发 甫 形式 


. 
mPa or (l=1,,p) 
1 . 


其 中 det(a) 尖 0, 则 我 们 说 发 前 方程 组 
i -x= 人 一 1 的 
与 给 定 的 发 甫 方程 组 w! 一 001 二 1,…,p) 是 等 价 的 . 
”定义 本 上 的 发 前 形式 .of 一 1，…， Pp), 如 果 存 在 U 上 的 发 
甫 形式 并 ( 7 =1,…,P) 使 得 


do'— SA (l=1,",p) 
b=1 


则 称 1 一 1,…, JD) 是 满 是 弗 罗 皮 尼斯 条 件 的 . 
命题 6 如 果 发 甫 方程 组 w!=0(07 二 1，…，?) 和 发 甫 方程 给 
A 二 0(7 二 1,…, Pp) 是 等 价 的 , 则 其 中 一 组 发 甫 形 汇 满足 弗 轨 皮 尼 
斯 条 件 时 另 一 组 也 渡 是 此 条 件 . 
证 明 设 发 甫 形式 or(? 二 1, ~…', 也 请 足 弗 男 皮 尼斯 条 件 , 则 
存在 发 甫 形式 天 (2 E 一 1,*…,P) 使 得 
do'= SA: CT 
| 
现在 发 霄 方程 组 x' 二 0 二 1，"， 基 与 发 甫 廊 程 组 01 二 (7=1, 
“区 等 价 , 即 存在 函数 号 使 得 
t= Sao Cl, 


bl 


共 中 det(o3) 才 0, 
"ss 228 4* 


» e 
Gr 一 > dal Aot + Saldot 
遍 二 二 


-Daas+t Saift )Aaor 
里 一 1 ”k=1 . 
从 等 起 二 Jato: 反 和 解 出 
EE=1 


? . 
ao 一 全 天 本 他 一 1 Pp) 


其中 (65)= (qi)-1， 则 有 
r= 如 ba Cdat + Se fi Amm 
因此 存在 发 家 形式 
= os + af) 
使 得 发 甫 形式 x'(? 二 1,…, 9) 也 满足 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 
dn'= SA" QD 
根据 这 个 命题 , 当 我 们 想 解 一 个 发 甫 方程 组 
EP 1 


的 时 候 ， 我 们 可 以 先 找 出 一 个 与 它 等 价 的 而 且 形 式 上 简单 一 些 的 
发 甫 方程 组 #' 一 0 然后 去 解 后 者 ”由 于 发 定形 式 @' (二 1,…, Pp) 
是 线性 无 关 的 , 所 以 矩阵 (有 在 王 1 下 二 :9 十 向 的 秩 为 
2, 因此 不 妨 假定 det (p45) 尖 0(&, 了 二 1,…,p)， 这 时 ,我 们 可 以 从 


发 十 方程 组 @' 一 0 避 一 1 下 解 出 
"29 = 


dy = Ppl Wa (lp 
因此 发 衣 方 程 组 0! 一 0(1 二 1,…, 罗 ) 等 价 于 
"dy -Bie, 的 Ci 一 C=1, 
现在 ,我 们 来 计算 发 商 形 式 ‘(=1, 人 


| 
Cr 一 cd 一 -35-38 Ade'— 5 Taray Ad 


inf pd fm b=l 


因为 


本 
dy=at plds C=1,",p). 


LE 


-- 六 如 dazi 人 dz 一 p33 rt Md 


t=i ph 


-并 Taye Nae 


$$] 2 


-Salan) Am 癌 


Ea i as 


(—20t ge inAd 


+ Ce 


1 
这 说 明 , 村 使 发 甫 形式 x' 满足 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 ， 即 存 在 发 甫 形式 
所 使 得 


Cdr TRAm (1 
- 晤 闻 工 
本 和 充分 的 条 件 
+ Ci, j=1,",) 


sv 


这 是 发 前 形式 = 的 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 的 另外 一 种 表示 形式 . 

现在 我 们 来 证 明 发 甫 方程 组 或 一 阶 偏 微分 方程 组 的 基本 
定理 . 四 
定理 2 (Frobenius) 设 本 的 坐标 是 2523 
DD 是 Bt? 中 一 开 集 ,0 (1=1,…, 了 了) 是 U0 上 PP 个 发 肖 形 式 , 则 发 甫 
方程 组 


‘= (er Wastt Spt Way =0 (1=1,-,p) 


中 det (Es) 0, 完全 可 积 的 必要 和 充分 条 件 是 发 甫 形式 人 
…; 包 满 足 弗 罗 皮 尼斯 条 件 . 
证 明 必要 性 ， 根 据 命题 6 后 面 的 分 析 ， 我 们 知道 可 以 不 直 
接 去 解 发 甫 方程 组 2! 二 002 =1,…, 办, 而 是 解 与 它 儿 价 的 发 甫 方 
程 组 
sady'— Sp! (war'=0 (1=1, +*, p) 
t=1 
是 
.gtr, y) (i=1, 1, 了) 


如 果 发 甫 方程 组 of=00 1 …, 玉 完全 可 积 ， 则 生 述 一 阶 篇 微分 
方程 组 也 完 爹 可 积 . 设 积分 曲面 的 方程 是 
y'=¥!'(r, 下 人 六 一 1， my 2) 
因此 | 
oy Dy' . FF ma == PP 
3 
因为 
= pin, 9) (i=1, ,f=1, PY 
这 下 


所 以 


, 
re 


0 j= 1, 1=1 » 人 
这 就 是 发 甫 形式 x (G = 1 …, 引 的 弗 罗 皮 尼斯 条 补 ， 根据 全 是 6， 
发 甫 形式 w(t 二 1,… ,如 也 淇 是 招 罗 皮 尼 斯 条件 。 


充分 性 ， 用 归纳 读 证 明 . 

先 设 #=1. 发 方 和 组 01 一 0(1 一 1 有 等 人 于 
dy peg 0 =1, ,DD 
对 于 这 种 情形 , 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 不 起 作用 . 因为 


:: Rr! =ddy 39's ads.- -> 99' ay Ad 


= 3 Cn t wds) Adz 


Prt 
+ ! 
~ SdrAr 
Bl By 


所 以 发 甫 形式 =: 一 尘 讲 是 绅 罗 皮 尼 斯 条 件 . 
的 肃 方 程 组 =00 二 1,… ”… 纹 等 价 于 党 微分 方程 组 
gt gl, 

抽检 分 方 和 在 了 一定 ,给 旬 各 关 条 休 
4=go 轩 ,y= 全 一 二 的 

则 上 述 常 微 分 方程 组 存在 唯一 解 
y'=y'(r) {=1, +, Pp) 

设 定理 在 n=7 时 成 立 ， 下 面 要 证 明 : 当 n=7+1 时 定理 也 


成 立 . 
和 富 了 


给 出 发 甫 方程 组 


r+l “ ， 
"三 vie, 3 到 1 #!, 四 yr . 


+ Sprsle!, ey wt, y， ny 多 下 全 入 = 人 0 Cr 一 1 站 
及 一 让 . 
假定 发 甫 形式 wo'(L 二 1, …, p) 满 足 弗 男 皮 尼斯 条 件 : 
= DfiA ow C=1,",p) 
KL 
命 Wi! = oO! | 一 1, ~""y p) 3 则 得 发 甫 方程 组 


酝 " = > Br', “0 WT, OT, y', ry yaw 


下 相生 


+ Ea,. sr TH+ y ae (t=1, ee ,2) 


从 发 甫 形式 wi 二 1,…, PD) 的 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 ， 我 们 可 以 得 到 发 
十 形 式 (一 1,…, 下 的 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 
-fA Cr =1, os PD) 


而 一 1 : 
其 中 表 == 凡 |sretes5*， 根 据 归纳 假设 ， 发 甫 方程 组 w'=0(1 二 
1,…, 了 D 完 全 可 积 , 即 给 出 初始 条 件 
a 
存在 唯一 积分 曲面 
0 
(=1,, 
即 在 在 函数 对 (zi 57 《一 也 下 使 得 
AF: (wy 0 8 WE, ,1 Y) 
= DN, ee， 2 
四 上 
内 让 时 


把 上 式 中 的 zt! 改 回 成 ”， 命 
f'nr, ‘ae , ", 2 ， 约 ， 中 
=f'{r, > ,EY "ys 80] 1 
A 
= Nel,. oe ,2 1 yy!, “YP) ss ,stl 
Om jegtl ,stl Brn (Ce, av! 
所 以 
af' (2 0 2 Ea 二 , 7) 


= d(x, = ,8 ee 8 | 71。 下 生计 + 3rd 
» 一 
一 Ns (2), 坊 制 2 3 | :可 | 
上身 = . ， 


十 = Ed dv! 


em 
Sa, [一 (So 
of port 
t arm ' 
因此 发 甫 方程 组 wo! 二 0《7 一 1,…, 功 等 价 于 发 衣 方 程 组 


ie ¥! 一 一 用 


0 
点 一 

现在 我 们 作 2r+y 中 的 坐标 变换 , 命 

= . . 

=f* (wv!, sgt! yy “= yt) (B=1,*, P) 

注意 ， 四 

5 


入 
= DMN" 


所 
,1D 
所 以 
因 - 纹 =p Ch, =1, », 8) 
因为 det(g2s 7 天 0, 将 以 
det( 芝 jz0 
因此 根据 隐 函 数 定理 , 总 可 以 解 出 


y= {1, oa， Xt 入， 的 (=1, ee 
这 时 发 甫 方程 组 x'=0 (一 1,…, 四 恋 成 . 
向 :三 人 (和 (x, 0 IT+T 1, es jr dz ti—0 | {I =], 人 
共 中 


No, 2 Db ¥?)— = rts,» "T+, Pp! {x, 7), hi 


Li (z, 六 ] 之 下 [2', ny el, g! (2, 区 ， 二 ?OP 


二 2 
“ben fe, ot pF, ,0 7 (x, DD] 
发 甫 形式 者 评注 尼 郊 罗 皮 尼斯 条 件 
2 一 yi SI dr Aazm Say Ade'*} 
tel E=1 
得 是 吓 * 二 完 ! tad" ,所 以 


-位 他 Sr Ada +t Bd tl 全 


tl 
(t= 1, ee, nD 
»235* 


加 果 发 甫 形式 YC =1, 人 东 满 足 弗 罗 皮 尼斯 条 件 
dxt 一 他 Axs (f=1, wy 从 


bel 


则 必须 有 


一 站 (一 人 > f=1, 人 


即 入 只 是 和 ?5， 芒 ， ，， 和 于 的 国 数 ， 所 以 发 甫 方程 组 入 =0 《1 = 
1 … 分 应 写成 

ti Xo ,0 dt=0 (=1, ,9p) 
它 实 际 上 就 是 常 微分 方程 组 


= A (rt, 了 1， | i Ci =]， ry 2) 


给 出 初始 条 件 : 
ett MH fv, 0 45, 1 9B, 0 gE) T=1, «0,p) 
彤 程 组 存在 唯一 解 
Ff ,0 YT ) (=1, ", p) 
再 从 这 组 方程 中 解 出 六，…, 六 ， 我 们 就 得 到 满足 初 娩 条 件 的 积分 
曲面 的 方程 


= ,Ww C=1, ,0 
定理 证 毕 . 
推论 绍 出 一 阶 偏 微分 方程 组 


2 =pi(w, 区) 《全 = 了， ey 和 {=1, my, 好 


如 果 它 满足 条 件 


2 9 3 ， ， 
闭 +> -ip 2 2a’ (C$, + 二 下 i 一 二 "Pp) 


则 这 方程 组 冤 全 可 舱 , 


和 


证 明 ”这 个 一 阶 偏 微分 方程 组 等 价 于 发 证 方程 组 


x'=dp— DS pl, ari=0 (=1, ,1) 


推论 中 的 条件 相当 于 活 甫 形式 wx'(i 二 1，…, pg) 的 帮 罗 皮 尼 斯 条 
件 ， 根 据 上 述 定 理 , 发 甫 方程 组 wx' 一 007==1， 一 及 完全 可 积 ， 
”实例 : 解 发 甫 方程 

全 三 五 (9 2)d7+ Or, 2 2 y+ Rw, y, ae 0 

假定 它 满足 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 . 
解 ”给 出 初始 条 件 : 
当 zszo，8# 一 加 队 : 20 

命 可 = 省 -ww 考虑 发 十 方程 

T= Py, yo 2) T+ Rr, Yo, 2) dz =0 
此 时 % 二 1, 不 用 弗 轻 皮 尼 斯 条 件 。 它 等 价 于 常 微分 方程 


dz_ _ P'sw, yo 2) 
dx RC, Wo, 2) 


(如 果 R(x， yo z) =0, 则 这 方程 变 成 46 一 中 ,给 出 初始 条 件 
: 当 w=xo 时 , # 二 Zo 
则 这 方程 窑 在 叭 一般 . 
Zz—20—=Pp{(r, 380) — Pro 0) 
或 . 
Fx, go, 他 三 8 一 入 (和 = 20— P(Eo, go) 
因此 存在 函数 XCz, go, 2) ( 称 为 发 甫 方程 可 = 0 的 积分 因子 )， 德 得 
王 一 N(z， os a) dy 
现在 把 入 收回 威 y , 命 
Alzx, 9, 2) = A(z, go 2) | sns 
Fe, 9 2) = Fe, yo 2) | sy 
注意 
237 。 


Dy OT, ,2) dy 
所 以 发 甫 方程 @=0 等 价 于 发 肃 方程 
x 二 A(r, y, 2 df TU, y, 009 一 人 
注意 
2f _37| 


| _ 
3 32), ,32+ "(9) =1 


根据 逆 函 数 定 理 , 局 部 上 可 以 信 
gf tr, ,2) 二 和 入 (2 #) 
反 解 出 
3 一 节 人 (8 2) 
因此 发 甫 方程 x5 =0 变 成 
f= A y, dy =0 
其 中 
Kr, y, 到 一 一 1[zi (9 二 
根据 命题 6 . 由 于 爱 甫 形式 @ 诡 是 弗 风 皮 尼斯 条 件 , 所 以 与 它 
等 价 的 发 南方 程 多 一 0 也 满足 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 。 因 为 
二 ~dd$—dhN\dy= -rAdy Naz Aay 
= Ndy— +ay) 人 dg 
3 BN ,~ 
~ Ny+a 人 


因此 发 肃 形 式 名 的 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 是 


届 函 数 入 与 变量 = 无关, 因此 发 甫 方程 多 =0 可 以 改写 成 
=da— Ny, Edy=0 

它 等 价 于 常 微分 方程 

| 


而 一 (9， 到 
给 出 初始 条 件 
当 闻 一 加 Ph E20 Pro, 0) 
这 方程 存在 唯一 解 
Ss—Pp{r, yg) C—O) 
或 


z=p(x, y) + 
这 就 是 过 人 nm 20 点 的 积分 曲面 的 方程 . 


习 是 
E 设 F 是 % 维 实 向 量 空间 , {et es …, ex 是 它 的 一 组 基 , 俞 G 一 让 六 
大 8p(0 之 了) 设 玉 中 一 向 量 b 福 足 bA 人 入 go 一 0， 求 证 : 9 是 8&1,…, ey 的 线 
性 组 合 . | 
2 设 F 蚌 % 维 实 向 最 空间 , 164,# 收 是 它 的 一 组 直人 靖 4 二 816 十 
一 十 epr-i 六 err 求证 : gr 一 维和 Ga 天 0 ar 一 0 


了 全 
3 设 w= 卫 之 ， od A drs, qi ta 
1 克 1 二 入 
uc 工 gos + 22 arrNa 
来 下 ，do= 地 (Ad dn 
1 


4 导 找 一 个 (一 1)- 形 我 四, 后 得 
dp = dr A ddr" 
5 给 出 发 甫 形式 名 二 yzdz 十 zxdy 十 zydz, 求证 它 满足 弗 罗 皮 尼 斯 名 件 :, 
并 求 发 再 方程 =0 的 通 解 , 


§ 2 医 动 标 架 
2.1 合同 变换 群 


定义 ”BR 天 自身 的 上 映射, 如果 它 保持 距离 不 变 ， 则 称 为 空间 
3 


合同 考 换 . 

实例 ;至 中 的 平移 ， 旋 转 和 对 某 一 平面 的 反射 都 是 合同 
变换 ， 

根据 这 个 定义 , 由 于 仿 同 变换 保持 上 距离 不 变 , 它 使 三 角形 变 成 
与 它 全 等 的 三 角形 , 因此 也 保持 角度 不 变 , 于 是 也 保持 两 向 量 的 内 
积 不 变 。 特 别 地 ， 会 同 变换 把 两 两 正 交 的 单位 向 量变 成 两 两 正 交 
的 单位 向 量 . 

.下面 我 们 来 推导 合同 变换 的 公 起 ， 

设 [O;e, ea es] 是 再 的 直 骨 坐标 系 , 0 是 原点 ,et ea es 是 从 

台 出 发 的 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 设 
+ — OP =xe, | tes toes 
芭 王 点 的 坐标 是 (zy ra za), 经 过 合同 变换 多, 忆 点 变 成 书 点 ， 
op —riel tes Tes 

现在 我 们 要 确定 合同 变换 了 的 表达 式 , 即 己 点 的 坐标 人 ra ze 与 
对 应 的 已 点 的 艇 标 {ztx2 Ww 和 之 同 的 表达 式 . 

设 合同 变换 把 直角 奉 标 系 [0; eu ez, es] 变 成 直 朋 举 标 系 
[LO';ei, ez, eg], 设 


一 > 
OO 二 在 过 1 + tees + daes 
i = 181 + Hoses 十 tsies (2=1, 2,3) 
由 于 合同 变换 保 持 队 离 和 角 府 不 变 , 所 以 
一 一 》 
O'P’ 一 下 全 十 全 se 二 Toe 
一 池 一 > 
r=00 +OP’ 


全 3 
二 全， diest DLses 
二 一 了 T=1 
a Ej 
一 全， [和 > rie 
三 二 让 ji = 


凡人 # 


> i -Ya i+ 


d=1 d=1 


于 是 得 到 天 中 合同 变换 的 公式 
Ed Tata, (i=1, 2,3) 


二 于 el @3, 63 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 , 所 以 (9; 让 是 正 交 矩阵 , 芭 
4 
pH 或 Danits=6, CF = 1, 2, 3) 
并 县 
A=det{a;) =+1 
从 空间 合同 变换 的 表达 式 可 以 看 出 ， 任 何 一 个 空间 合同 变换 


是 由 下 列 三 种 合同 变换 组 全 而 成 . 
绕 过 原点 0 的 轴 的 旋转 : 


由 
w= Pam (i=1,2,3) A=det(oi)=+1 
#=1 . 
平移 : 
pa (1 二 1,2,3) 


对 坐标 平面 的 反射 ; 
= 241 + 


巡 一 的 人 一 个 2，。 人 一 一 人 
当 A= 十 1 时 , 空间 合同 变换 由 平 称 和 线 过 原点 0 前 轴 的 旋转 组 合 
而 成 , 它 保 持 右 手 坐 称 系 不 变 ; 当 A 一 一 1 时 , 空间 合同 变换 中 包括 
奇数 个 尽 射 , 它 使 右手 坐标 系 变 成 左手 坐标 系 . 
注意 , 每 一 个 室 人 向 合同 变换 荆 实际 上 由 它 宕 直 负 坐标 东 【0; 
el ez, 2s] 上 的 作用 所 确定 , 即 如 时 
TO=0，0' 的 坐标 是 (91, ga 4a) 
Te et = Fare) (i=1, 2, 8) 


4=l1 
则 全 的 变换 公式 就 完全 确定 了 ， 因 此 我 们 可 以 用 直角 举 标 系 [O'; 
ei 22,21] 来 下 示 一 个 合同 变换 了 ， 以 后 我 们 把 [O';el，e2，e4j 称 
为 R* 中 的 标 架 . 

命题 7 殿中 爹 体 合同 变换 构成 一 个 群 ， 称 为 空间 合同 变 
换 群 . 

证 明 因为 

《1) 两 个 空间 合同 变换 的 组 合 还 是 一 个 空间 合同 变换 3 

(2) 三 个 空间 合同 变换 的 组 合 满足 结合 律 ; 

(3) 恒 同 变换 工 : wi 二 x; (i 一 1, 2, 3 与 性 何 空间 合同 变换 PT 
的 组 合 Te = 一 7 ， 因 此 了 对 于 室 间 合同 变换 的 组 合 来 说 是 单 
位 元 素 ; 

(4) 任何 空间 合同 变换 一 定 有 递 变 换 ， 测 且 这 外间 变 扫 还 是 
空间 合同 变换 . 

注意 , 空间 合同 变换 群 可 以 看 成 是 8* 中 爹 体 标 架 的 集合 ， 因 
为 局 中 每 一 个 标 架 确定 了 一 个 空间 合同 变 模 . 

2.2 ”活动 标 架 

圭一 小 节 中 我 们 已 定义 了 形 中 一 个 标 架 是 型 中 一 点 0 和 
从 0" 点 出 发 的 三 个 有 襄 的 两 两 正 交 的 单位 向 拉 ， 关 中 徇 合 同 变 
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换 群 如 的 元 素 ( 即 空间 合同 变 搞 ) 与 启 中 的 标 架 是 一 一 对 应 的 , 并 
且 对 合同 变换 的 组 合 来 讲 仍 保持 对 应 的 关系 ， 因 此 ， 我 们 可 以 把 
BE 中 的 标 架 看 成 空间 合同 变换 群 的 元 录 的 具体 表示 . 

从 现在 起 我 们 把 豆 ' 中 的 标 架 记 成 {7; el er es}， 其 中 出 量 * 
=00', eu es es 表示 从 0" 出 发 的 三 个 有 序 的 两 两 正 交 的 单位 向 
量 ( 注 意 , 以 后 我 们 不 再 用 上 一 小 节 中 的 符号 ed @3, 23). 

设 标 积 {fr; ei, es, e3) 是 变动 的 , 它 光 请 地 依赖 于 Pp 个 参数 , 也 
就 是 说 : 阿 量 ,el es, ea 是 了 个 基数 各，…,%? 的 中 - 函 数 

,和 一 (f=1,2,3) 

则 {fryei es es 称 为 了 参数 的 活动 标 架 ， 由 于 至 中 的 标 架 的 自 
由 度 为 6( 原 点 的 三 个 坐标 , 还 有 三 个 欧 拉 角 ), 所以 医 动 标 架 的 参 
数 不 能 多 于 6. 了 参数 的 活动 标 架 的 全 体 构 成 空间 合 间 变换 群 局 
的 了 维 子 空间 ， 高 当 (E. Cartan) 的 笑 动 标 架 法 前 主要 中 想 是 : 通 
过 活动 标 架 这 个 桥梁 把 微分 几何 中 所 研究 的 图 形 戏 人 到 人 空间 合同 
变换 车 台中 去 ,也 就 是 把 这 图 形 看 成 恕 的 子 空间 , 然后 G 的 性 质 自 
然 地 传递 到 它 的 子 空间 上 , 从 而 得 到 我 们 所 要 研究 的 图 形 的 性 质 . 
这 是 克 莱 因 (FF. Klein) 的 芝 尔 裔 根 (Erlangen) 纲领 的 精神 在 微分 
几何 申 的 体现 , 
实例 : (1) 单 参 活动 标 架 。 给 出 一 条 空间 基线 (0); 
由 站 一 #{ 人 8) 
曲线 上 每 一 点 rfs), 对 应 一 伏 雷 内 标 儿 e103), es:(8), B348), 其 中 


a / |e 
ds ds 


则 {ris); ets),esls), est8)}) 构 成 单 参 话 动 标 架 、， 因 此 ， 一 条 空 
间 有 曲线 (0O) 可 以 看 成 空间 合同 变换 群 的 1 维 子 空间 ， 
《2) 双 和 参数 活 动 标 架 .给 出 一 个 曲面 (5); 
一人 ¢) 


ets) = Cat8) = ， Cs(s)=e(8) x er(s) 
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其 上 选取 正 交 学 标 网 ， 则 曲面 (5S) 上 任 一 点 Tw 名 处 存在 二 个 有 
序 的 两 两 正 交 的 单位 疝 最 

eu =r rr, el, 0) 一人 /人 |， ealW, PV) 一 经 (af 人) 
其 中 (Cw, 四 是 申 面 在 ?Cw 台 ) 点 的 单位 法 同 量 ，{r (a, 2?) 21% 
Deafe ,es op 构成 双 参 数 活动 标 架 ， 因 此 ， 一 个 曲面 (地 
可 以 看 成 空间 合同 变换 和 群 的 2 维 子 空间 ， 

根据 以 上 分 析 , 有 要 研究 空间 中 图 形 的 手 质 ,首先 要 把 空间 合同 
”变换 群 万 的 性 质 弄 清楚 、 现 在 ， 我 们 已 经 把 空间 合同 变换 群 理解 
成 Rf 中 全 体 标 架 的 倍 合 , 因此 要 研 究 空间 合同 变换 群 9， 实 际 上 
是 研究 与 它 对 应 的 6 套数 活动 标 架 {rr (vl, … 0); es(9 29}， 
至 于 加 参数 的 活动 标 架 (2 所 人 则 是 GB 的 了 维和 子 空间 , 即 

d= i, 7 HY (=1, 6) 

质 以 卫 参 效 的 活动 标 架 可 以 表示 成 

人 FT 

外 人] 
简写 成 
人 

对 于 中 了 参数 活动 标 架 来 说 , 最 重要 的 有 两 个 ; 一 个 是 活 
动 标 哥 的 无 穷 小 位 移 , 另 一 个 是 它 的 结构 方程 ， 

所 请 话 动 标 架 们 (人 pe ae 2 的 无 穷 小 位 移 是 
指 它们 的 微分 


-8 
Cr 一 全 of (te 
了 (=1, 2,3) 
de;= Yow, du) ei 
fol 
其 中 wi(w, qt) 和 oj(w, dx) 是 系数 为 他,…,W) 的 0*- 函 数 前 
a 史学 


oe Gur 的 发 甫 形式 , 它们 称 为 动 话 标 架 {r; e000 的 相对 分 量 . 话 
动 穆 架 的 相对 分 量 刻 划 了 活动 标 架 的 无 穷 小 位 移 ， 
发 甫 形式 oj 7 二 1, 2, 3) 不 都 是 独立 的 ， 由 于 eu ez es 是 
两 两 正 交 的 单位 向 量 , 所 以 
A (人 7=1, 2, 3) 


微分 上 寂 得 
Gener 十 eivdej 一 0 
所 以 
时 3 

SD wteret Slewie,=0 

此 二 1 大 一 
即 

十 oo (一 1 2, 3) 

所 以 


一 一 oO， 一 一 ol=—0) 
因此 相对 分 有 量 必 和 wi 中 , 只 须 用 到 其 中 六 个 : o， 加 05 oF, ob, 
cowl. 

实例 ; 考虑 双人 参数 活动 标 架 

{r (Cw, v3 ew, 9), elu, 2), ealw, 0)} 

其 由 
T=r (wy, 9) 
是 曲面 (5S ) 的 方程 , 其 上 已 渤 取 正 交 华 标 网 . 
ei=r./ 7.| 一 志和， ea=Tol [7 ,| = C3 
其 中 吾 ， 安 是 曲面 (43) 的 第 一 类 基本 量 ， 注 意 ， 由 于 坐标 网 正 痰 ， 
所 以 FF=0. 
dr=r,duirdvo= (VBA et Cv Gdv) es 
9 2 了 下 


因而 
加 一 人/ Edy, ovdd, p=0 


Tost + wo ud 可 一 各 
他 @) 一 一 dr EB)= 一 7 一 tio 


= hiret Tiret Ldut (Thr, + Thar 


Mn)dv]— Ih (Bulut Badv) .SS 


“(ThdutT hdo— De ) T+ Thadut 


Tha td FMadv)n 


Edu 十 再 ,全 全 
一 (Thawt riao 一 人 Eee )e， aj Tha 


I'? fdo)e: 十 -7 (Lous + Hadv)es 
间 理 


des—d(r,/V/G) = (Thadut hao)et (Thdut hv 


— ee )es + Fo Mdu + Nav)e, 
但 是 对 于 正 交 坐标 网 米 说 

G u 
5 一- 和， 了 和 一 千 ， i 下 
{= 上 j= 一 烧 
Hi EE: 天 一 他 
I= jp 
Hs E!’ Hs [A ' 


本 这 了 6 = 


所 以 
ml=0, wi=0, ol= EL 十 型 io 


— Bd Gd) 


| 1 时 1 
SG 1 -zie 
des—dn=mduy indov= pirst Hire) dst (Hirst HBTs) do 
= -- 雪 (Law + Ma rr, — CMa 十 Negoyr， 


-所 —= (Ldwt Madv)e -并 一 十 es 


人 一 一刀 3 


= 一 -Cd + Ndv) =— 一 


根据 命题 4(PoincarE 引 理 ), d=0, 于 是 有 
ddr=0, dae,=0 (i=1,2,3) 


下 
根据 dir 一 了 和 古 二 人 ee 应 用 傅 题 5， 


ddr =a( De ei) = Dao @; Si Aee， 


-do YorNogei 一 0 
kei 4=l 
所 以 
对 
do = > 0 fh, ($=1, 2,3) 


4=1 


3 
根据 daei=0 (= 2,3,) 和 人 e:= 一 之 ioteil (i=1,2,3)， 还 


三 1 
a 247 。 


用 命题 5， 
| a a 和 
tei = C2 Ades 
-1] 十 严 工 本 一 工 


-eo -So Mo }- 
所 以 
ao = Sat Aot (i, 2=1, 2, 3) 
于 是 我 们 得 到 活动 标 架 {rj el es es} 的 相对 分 量 w' 和 wi 应 满足 
的 条 件 
do'— Toi ho, of + 0) =0 


d=1 
自 
Goi = > 0? Aol (i, j=1,2,3) 
局 二 1 
了 上 式 称 为 活动 标 架 tryet ez, es} 的 结构 方 秆 . 
实例 ; 现在 我 们 来 讨论 观 和 参数 活动 标 架 的 结构 方程 . 前 面 三 
企 结构 方 研 
. 如 
dv! = > oA ws (t=1,2,3) 


1=1 
可 以 用 来 计算 oj ww3,w@3， 例 如 , 03 二 9 所 以 
| do=o0 No t+om Nomi=0 

根据 总 当 引 理 , 存在 函数 atw, #2), 5(w, 为 和 cf 29) 使 得 
OY =q0 十 六 
加 一 区 GD 十 eo’ 

以 后 我 们 将 说 明 系 数 6,6,5 的 几何 意义 。 

再 设 
下 


of = gw, va golu, pd 
因为 一 /再 de os 一 7 Gd 所 以 


2 
要 ~ G va 
所 以 
负 do gs do 
E mA va ow 
因此 


再 讨论 后 六 个 (只 有 三 个 独立 ) 结 构 方 程 


号 . 
doi = D_ wt 人 (i,7=1,2,3) 


太 ==1 
我 们 已 经 知道 , 它们 等 价 于 
dfaeD) =0 (i=1,2,3) 
因为 
de, =2eidu +2:dy (i=1,2,3) 
ou dv 
所 议 die; 一 0 (二 1,2,3) 等 价 于 
(=1,2, 3) 


当 @% 二 3 时 es 一 14, 上 式 变 成 
#)】diw! 和 dow: 是 2 次 形式 ， 因 纶 可 以 表示 成 dw 一 站 (Et eolAas dg--g (ut 


wot, 所 以 rf, ut), 2 


ys, 
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Om, zz 
dv 32 


这 就 是 科 达 齐 - 迈 因 纳 尔 迪 公式 。 上 式 等 价 于 ddes 一 0， 可 是 后 者 
叉 等 价 于 结构 浪 程 


一 人 人 
好 一 0 人 oo 
因此 这 两 个 结构 方程 就 是 星 面 论 中 的 科 达 齐 - 近 因 纳 尔 迪 公式 
至 于 另外 一 个 结构 方程 
dm = A cs 
以 后 我 们 将 指出 , 它 扮演 了 高 斯 公式 的 角色 , 杞 就 是 说 ， 用 它 可 以 
证 明 : 曲面 航 蔽 斯 曲 兴 只 与 第 一 基本 形式 有 区. 
下 看 我 们 将 证 明 活 动 标 架 的 基本 定理 : 
定理 3 给 时 六 个 了 参数 侣 ,…, wr (J 所 6) 的 发 甫 形式 
DT du), Cu, Hu) , ow Cu, tu) 
oO CW, de) , oF Cy, DL), OF Cu, An) 


如 果 它 们 满足 结构 方程 


3 
do = Di A oo) 他 一 1 2, 3) 
14=1 


3 
dot = > ot Mot (i, j=1, 2, 3) 
k=t 


其 中 
of +o =0 (i¢, 7=1,2,3) 
则 存在 参数 活动 标 架 ， 
证 人 3 

它们 的 相对 分 量 就 是 给 定 的 发 甫 形式 w' 和 ff， 并 县 主 是 同一 结 
枸 洲 穆 的 不 同 的 了 参数 活动 标 架 之 所 只 莞 一 空间 位 置 ， 

证 明 用 给 定 的 发 甫 方程 构造 以 rf 和 ei (一 1,2, 引 为 求知 
» A250» 


揣 数 芍 发 十 方程 组 
可 一 三 一 Ge Hu) er — ou, du es — wu, du) es=0 (1—=1.2,3) 
fa Cu da) ei — oF (nu, does -oa Cu, dt) es=0 Tn 


缀 判断 这 个 发 甫 方程 组 是 否 完全 可 积 ， 必 须 计算 相应 的 发 甫 形式 
是 否 满足 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 , 把 方程 组 的 左边 外 微分 一 次 ; 


4 3 
dr = — 全 ,Gooiei 十 Dw 六 (人 
首 吧 ] 


Eel 


4 EE 
=— Sdoie + Do A(" 十 安 e) 
#1 


ll #1 


[ 可 ， EJ 
= 5 —do' + oinke;t So!'Anm 
f= 4=1 


dl 


9 和 
dm=—dde— Sdoiesl 了 of A\des 
Ei 了 = 上 


四 3 9 
=— Ydoiest Dm! Ar + = 
了 =1 +=1 k=1 


8 | 4 
-et 上 上 Dor 入 ot pest > oi AT 
本 站 4=1 

所 以 发 甫 形式 # 和 wi 二 1, 2 所 的 弗 罗 皮 尼 斯 条 件 正 好 是 定理 


中 给 出 的 条 件 


吕 
【80 一 全 oo (=1,2, 3) 


=1 


和 
do{ 一 全 ot Act {i, $=1, 2, 3) 


Ed 
因此 发 甫 形式 = 和 ww;( 王 1,2,3) 诺 足球 罗 皮 尼斯 条 件 ,所 以 发 甫 


方程 组 #0, 71 二 0 (i 一 1 名 外 完 爹 可 积 。 给 出 初始 条 件 : 
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wu 1,2,3)M, r=roe = (ey)r (i=1,2,3) 
存在 唯一 组 了 了 参数 活动 标 架 

各 一 于 (人 HM) ei =e (wu, +, HF) (全 二 2, 3) 
其 中 条 件 of 十 wo 二 00i, 了 二 1,2, 3) 保证 el ea es 是 两 两 正 交 的 单 
位 向 量 . 注意 , 不 同 的 初始 条 件 意 昧 着 不 同 的 初始 标 架 , 它们 之 韶 
差 一 空间 合 周 变换 ， 地 此 不 同 的 初始 条 件 所 确定 的 不 同 的 解 之 间 
上 只 差 一 空间 合同 、 定 理 证 毕 . 

23 活动 标 架 法 

活动 标 架 法 是 微分 几何 中 研究 空间 图 形 的 方法 它 的 特点 是 
把 图 形 的 研究 安排 好 一 定 的 程序 ， 然 后 有 步 又 地 去 分 析 图 形 的 
性 质 . 

在 上 一 小 节 中 我 们 已 经 提 到 , E. Cartan 活动 标 架 洁 的 中 心思 
想 是 : 设 潜 把 所 要 研究 的 空间 图 形 嵌 人 到 空间 合 和 间 变 换 群 6 中 
去 , 要 达到 这 个 目的 ， 办 法 是 设法 找到 一 族 活动 标 架 , 使 这 个 图 形 
与 这 获 活 动 标 架 一 一 对 应 起 来 , 如 果 做 到 了 这 一 点 . 和 下 的 问题 就 
是 计算 这 族 活动 标 架 的 相对 分 量 ， 以 及 相对 分 景 应 满足 的 结构 
方程 。. . - 

根据 以 上 分 析 ， 所 谓 活动 标 架 法 ， 大 位 上 可 以 分 成 以 下 三 个 
本 叭 : | 

第 一 步 :对 于 一 个 参数 的 空间 几何 图 形 ， 我 们 设法 找 一 组 
卫 参 数 的 活动 标 架 . 

人 
使 得 它 与 所 研究 的 图 形 的 元 素 一 一 对 应 起 米 - 

第 二 步 ; 拒 活 动 标 染 {re ese) 微分 一 次 ， 

QT 一 Sr i 


tml 


主人 本 了 


a 
de:— >_ ote (一 1,2, 3) 
#=1 


从 而 得 到 活动 标 架 的 相对 分 量 
ow du)} Ci=1,2,3); wi Cw, du) (Ci, j=1, 2,3) 
其 中 
人 十 0 一 用 (i, j=1, 2,3) 
第 三 本 ;把 所 得 到 的 相对 分 量 @ (=1,2,3) 和 of (tf,j=1, 
2, 3) 再 外 微分 一 次 , 从 而 得 到 它们 应 满足 的 结构 方程 


8 
do'= > ots (t=1, 2,3) 


deo! _ ot Ami {2, 7?=1, 2, 3) 
下 面 我 们 以 空间 曲线 为 例 来 培 明 一 下 这 种 活动 标 架 法 ， 
给 出 一 条 空间 曲线 (C) 
r=r(s) 
其 中 。 是 曲线 (0) 的 有 向 弛 长 . 
”首先 , 我 们 设法 把 CO) 上 的 点 与 单 套 活动 标 架 
1r(a) eCs), er(8), et8)} 

一 一 对 应 起 来 ， 这 一 点 在 上 一 小 闻 的 例子 中 我 们 已 经 做 到 了 ， 因 
为 7(s) 就 是 在 线 的 方程 ， 然 后 再 命 


te 
“全 | 


换言之 ,e: 是 曲线 (C ) 的 半 位 切 向 基 ,es 是 单位 主 法 向 量 ，es 是 音 
位 副 法 向 是， 
第 二 步 ， 计 算 上 述 单 参 活 动 标 架 的 相对 分 量 ， 


dr 和 :d= ds"e 


Es] XE 


* 人 二 于 4 


斯 以 
四 一品 ， 0 一 0 如 1 一 0 
根据 es 的 选择 , e; /dei, 所 以 
del=oies, wl=0, 十 一 
定义 f= 二 Kls)ds, 于 是 得 到 公式 


a —kts)e, 


des=ole twie, wi=0 
其 中 心 二 一 01 一 一 上 (se)ds, 
定 久 民 二 7(8)ds, 则 得 到 公式 


Se bl) tr(s)e 


最 后 
| der=omleri ole, oo 一 站 
其 中 习 == 一 二 0， 垃 = 一 地 一 一 za)Gs 于 是 检 到 公式 


es rs)es 


根据 以 上 计算 ， 单 参数 活动 标 架 的 无 穷 小 位 移 公 式 实际 上 就 是 空 
闻 曲 线 的 伏 震 内 公式 


er =k(a) ea 


Sk(s)etr(s)e, 


Se —T(8)e: 

第 三 步 , 计算 相对 分 旺 应 满足 的 结构 方程 . 由 于 ot 和 al 都 是 
半 参 数 发 甫 形式 , 宪 们 的 外 鳃 公 为 等 ,因此 对 于 单 参 涩 请 动 都 架 来 
说 , 不 存在 结构 方程 ， 换 守之 ; 对 于 空间 曲线 来 说 ， 有 了 快 雷 内 公 
式 就 够 了 , 伏 雷 内 公式 不 能 要 可 积 杀 促 就 能 确定 曲线 的 方程 。 
地 卫生 学 虽 


$3 用 活动 标 架 法 研究 曲面 


#.1 曲面 论 的 基本 定理 

现在 我 们 用 活 动 标 架 法 来 研究 总 中 的 曲面 . 设 曲 面 (5) 的 方 
程 是 

入 一 人 (ws 7) 
第 一 档 , 寻 找 一 个 双人 参数 活动 标 架 
他 (的 eat 0), ea 0), et 0)} 

使 得 曲面 ( 信 ) 上 的 点 与 双 参 数 活 动 标 架 一 一 对 应 起 来 ， 次 此 ,我们 
在 曲面 的 ) 上 选择 正 交 坐标 网 , 然后 取 7 (wu, 59) 就 是 曲面 的 向 径 , 并 
用 选 ey 和 es 分别 是 坐标 曲 北 的 单位 切 疝 基 , 再 取 es 为 曲面 的 单 
位 法 向 量 # ,期 


ei=r/ Ir]| -7 


1 
es= rs/ 1r,| -Ga": 


1 
Cee /XT 


第 二 步 , 计算 二 述 双 舌 数 活动 标 架 的 相对 分 量 。 为 此 ,我 们 对 
活动 标 架 tri ev ez es} 进行 微分 
Or =018, | es, 二 必 
Be 一 Ge 十 08 ea 
Hes DLR! Oi es (C3. 1) 
des— ol et we 
其 中 十 j=0 (3,j=1, 23)， 事 实 上 , 上面 的 第 二 ,第 三 式 是 
曲面 (38) 对 于 正 交 全 标 网 的 高 斯 方程 ， 第 四 式 是 魏 因 加 尔 乔 方程 . 
第 三 步 , 计算 相对 分 景 应 满足 的 结构 方程 。 为 此 对 (3, 1) 再 微 
.分 一 次 , 得 到 
RF 


do =oAol, d= fw?, do mo Ao +o No = 
: (3.2) 
dotf =ot Aoi, doi=ol Mos, dold =ol No 
其 中 第 四 个 式 子 是 曲面 (3) 对 于 正 交 坐标 网 的 高 斯 公式 ， 最 后 两 
式 子 是 科 述 齐 - 近 因 纳 尔 迪 公式 . 
及 活动 标 架 的 基本 定理 ， 我 们 得 到 用 活动 标 架 的 语言 来 表达 
的 曲面 论 的 基本 定 悍 。 
定理 4 (曲面 论 的 基本 定理 ) -给 出 六 个 双 参 数 爱 甫 形式 
oily, ou, do), ou, ;du d), (wn, 0; du, dV) 
oF (5, WA do), oF Cw, odu, Eo), 二 (人 他 Bot 
如 果 它 们 满足 结构 方程 (3.2), 并 且 wf! 二 5 二 0(5;j 二 1, 2,3)， 则 
差 一 空间 合同 确定 一 个 双 参 数 活动 标 架 
{Tt ev), eu, 0), eslw, 区 
它 的 相对 分 量 就 是 给 出 的 发 甫 形式 ， 活 动 标 架 的 原点 了 (w, 臣 的 
轨迹 是 一 曲面 , ei(w, 和 ext， 9) 正 好 是 有 曲面 的 坐标 央 的 单位 其 
商量 ,es(Gu, 全 是 曲面 的 单位 站 向 县 . 
3.2 曲面 的 第 一 和 第 一 基本 形式 
曲面 (发 ); 
人 一 六 (人 多 
的 第 一 基本 形式 是 
I=dr:dr= (wet mile) Co'@ tt per) = (0+ (0)? 
前 面 我 们 已 经 指出 
ai 一 /万 du， w= Gdv 
晶 面 (3) 的 只 与 &! 和 有 有 关 的 量 为 曲面 的 内 逆 朋 ， 例如 上 曲 
面 的 画 积 元 素 
dA=~v/ BG Tau Adv= ot Ao 
此 外 还 有 
FE * 


9 (GK) t(D) 


曲面 (S) 的 第 二 基本 形式 是 
lI= ~—dr'des= — Cel toe) (el 十 es) 
一 一 区 1 人 — 0 3 
一 人 ED 0. om? 
注意 : 中-of ,osoz 还 有 前 面 的 (oo 和 (tw)? 都 是 表示 普通 系 
浴 , 不 是 外 乘 . 


因为 
Cos 一 DA 人 ol ohot=—0 

根据 嘉 当 引 理 

一 go 十 和 oi—bo! teo 
所 以 - 

| ll=a(@ D+ 2b .wm + eol) 

即 ILl=0a-Edu:+2b. /RG dudv t+ eG (dv)’ 
这 说 明 


ao=L/E 5b~M/IMVEG ce~NIG 
3.3 ”曲面 上 的 载 线 法 曲率 ” 测 地 曲率 和 测 地 挠 率 
我 们 先 规定 指标 
i ,B=1,2,33 &, 8, y=1,2 
考 虚 曲 面 (9), 仍 取 正 交 坐 标 网 (wt), 5) 上 的 曲线 (OO): 
uu ee) 

3 是 (0O) 的 弧 长 参数 . 设 (C) 的 切 方向 与 el 的 夹 角 为 8, 在 场 平 
而 上 作 一 向 量 s ,使 得 (ce,s,es) 构 成 一 右手 夭 , 则 有 


=etos0 esing 


E=—esing+escosd . 、 


命 B 和 7 分别 为 曲线 (O) 的 主 法 向 量 和 和 付 法 向 量 , FP 为 8 和 es 的 
。257 。 


尖 角 , 则 有 
B=8saing tercoap 
y=—8co0pmtesing 


和 再 根据 盟 线 (C) 的 伏 雷 内 公式 


则 有 
de= kdsB 
=(08+o E+ (mt cod + ow sind)e, 
曲线 (OO) 的 测 申 曲率 是 


ng. 0+ot 
b=k8 5=— Te 


因为 w? 和 咖 只 与 曲面 的 第 一 基本 形式 有 关 ， 所 以 总 是 属于 油 
面 的 内 药性 质 的 . 
再 考虑 曲面 的 治 (C7 的 毛 方 向 上 的 法 曲率 
有 一 站 cos 扩 一 下 有 .es 一 (ojeos 人 十 aa sinf) /as 


0 co0sber+ sinbe 
dy=cosbdsel sinfldge, 
加 1 一 cos tls, ED sin fs 
所 以 
1， .8 2 
En 一 《0 0! ds olor ds) /ds = 


则 得 到 
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有 一 二 
” I 

景 后 我 们 说 明 一 下 测 地 找 率 的 概念 ， 定 又 曲线 4C) 的 测 地 撞 
率 zt 为 


~— de 
所 下 
reds——gE'des=—5'd(Bc0s pT Ysing) 
再 根据 曲线 (0) 的 快 雷 内 公式 
rome f (Beesp+ysing) 


_e.(dB sp Boingde LY oi 让 
二 —8 ( 竺 "? Bsing e+ sin 仇 十 Ys 和 P A 


dp 


=—e-( —hbeospet reopmy™— Bsing™s 


— TaingB+ ycosy 史 ) 


一 TeDs2< 的 十 sinzpS2 二 ain2 扩 十 cos'p 
2 
一 下 ts 
因而 
=r 
对 于 = 常数 的 情形 (例如 ， 当 (0) 是 渐 近 曲线 时 IL=0, p = 
至 )， 则 Ts 二 Fe | 
因为 


pes = we 十 3 全 
下 一 一 elisin 虽 十 eacos 自 
» 这 8 用， 


tre = — (CE'des) ds 
= {esingd—ecos OCole ole)de 
i | = (ope) ol er to es) = 0 — wl 
嘉 当 把 
11[— ool — 0 ws 
称 为 曲面 的 第 三 基本 形式 . 
III=0=>r,=0 地 6 [Ldes>des /a 袜 曲 线 (0O) 是 曲率 线 . 
得 到 曲面 上 曲率 线 网 的 方程 为 
Hl=o0 一 Do =0 
3.4 曲面 的 主 曲 率 欧 拉 公式 高 斯 曲率 和 平均 曲率 
.在 上 一 小 节 中 我 们 已 经 证 明 
下 _1_ go) :T2000 cto) 
” 工 《cp + (Co) 
曲面 的 主 曲率 是 加 的 极 值 , 容易 证 明 它们 应 满足 条 件 
jn 十 po- 一 bo! 上 co _ 
全 四 
所 以 . 
. (oo—Ae—E b=0 
于 是 得 到 药 面 的 平均 曲率 和 高 斯 出 率 的 公式 : 


Hh 


E=bk =oc—b* 


Co 一 时 Moi =(a0 Tho Ab oo) 
= (a) No | 

所 以 

—do? 


2 
KK=ac b 一 AD 


6 


因此 高 斯 曲率 属于 项 面 的 内 蓝 性 质 . 
现在 考虑 以 下 情形 : 
《i ee, 和 es 是 主 方向 ,这 时 
b= MVEG =0, dh, e=k, 
(3 一 eol， co — Roc 
所 以 曲 甸 的 第 二 和 第 三 基本 形式 变 成 
IT=h (C0) ?+ E00) 
TIT== (CK,— Ei) ol 
命 8 是 曲面 上 沿线 (0 的 切 方 向 与 某 一 主 方向 的 末 和 角 ,前面 已 
证 明 


o! 一 cos 有 ks， = sin tis 
所 以 

bbcos'l 十 六 sin 攻 
这 就 是 欧 拉 会 式 ， 此 外 还 有 


bd —dd + of 
T= (Ks—k) sinfeosd 
《ii 曲线 (0) 的 切 方 向 正好 是 el 这 时 0=0. 


人 1 一 好 9， wm:=0 


TI 
bk, 一 了 一 姓 


kls 一 ct 
JI 
人 下 = 


(iii)》 设 昌 线 (中) 是 浙 近 曲线 , 则 满 是 条 伞 I[=0, 这 时 Y=7， 
取 {C) 的 切 方向 为 e, 则 有 G=0， 
慌 一 直入 一 Ge 一 环 二 一 四 一 一 ri 一 一 研 
所 以 
" 26I * 


1 一 土 vy 一 至 
这 就 是 恩 内 佩 尔 (Enneper) 定 理 ， 
3.5 曲面 上 的 平行 移动 
定义 设 吕 (ww,tF) 是 曲面 (8) 上 的 向 量 场 , 命 Dvw=gvw 在 (58) 
的 切 平 面 上 的 投影 , 则 De 称 为 吧 的 绝对 微分 ， 


设 二 Djvrey . 
B 
现在 我 们 来 计算 Pe。 因 为 


Ej 
de,— SD wiey {m=1, 2) 


t=l 


所 以 
De.= Sos er 
Fei 
dv = Dave viden) 
= > Advet Dvde, 
好 硬 
因而 
Dvw= ( dv > ys ) 
三 路 
命 
Do 一 之 ,Deopen 
s 
则 和 有 
Do'=—dv + >_ vos 
冶 出 曲面 (5S) 上 一 条 曲线 (0): 
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二 3] {w=1,2) 
其 中 s 是 弧 长 参数 . 
定 义 ”曲面 土 宫 熙 线 ( 人 中 的 向 量 场 人 [aa 了] 如 时 


Deu Qs a OE i | 
二 或 机 十 之 本 一 (B=1,2) 


即 


dy! po do pO 
dtr ae at? as™0 


旺 称 tu*(s)) 洪 直线 (0O) 是 平行 和 的， 车 设 
wma= ST ,du 


则 得 到 平行 向 量 场 名 = 全 ,es 应 满足 的 微分 方程 组 
Ed 


ps & F Qu” 
ds 十 之 .9 Th 


=D (8=1, 2) 
如 果 在 (OO) 的 一 点 如 三 名 (so 处 给 出 曲面 的 -< 个 切 向 量 吕 一 
仿 .v8es， 则 上 述 方 程 组 对 于 初 启 条 件 8=s60 时 = 由， 存在 瞧 
8 
一 解 
2 一 (3) 
沿 曲线 (CO) 的 向 基 场 一 = > oper 平行 于 给 定 的 向 县, 这 就 称 为 
s 
商量 wo 侣 曲 线 {O) 的 平行 移动 . 
命题 1 洗 曲 画 上 一 条 曲线 平行 移动 时 ， 保 持 向 是 的 内 积 
不 变 . 
征明 给 出 两 个 藻 曲 线 ( 人 中 平行 的 向 量 场 ,在昌 加 上 取 正 交 惟 标 网 
Cu, 2), 
是 一 外 他 十 名 2 wove 十 42e， 
§ EF 


st 
dw oF dv A 
dstu dade? dst*? as™? 

所 以 

Ea = Ep tu) = lu 2 ee .二 
ds 而 ds 


= (W201 + 0 1 ) 2 一 0 
本 


推论 沿 曲 面 上 一 曲线 平行 移动 时 , 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 也 
保持 两 方向 的 夹 角 不 变 . 

由 于 洛 曲 线 的 平行 移动 保持 长 度 不 变 ， 可 以 只 考虑 单位 向 
量 场 

v={cogf, sing) 
其 中 9 是 与 @; 的 炎 角 .这 时 平行 条 件 就 简化 成 
dg wi =0 

特别 地 , 如 果 平 行 移动 与 路 答 ( 曲 线 (C)) 无 奖 , 则 .上面 的 双 参 数 
的 发 甫 方程 是 完全 可 积 的 , 即 弗 罗 皮 尼斯 条 件 成 立 . 这 时 dw? 一 0， 
所 以 


de 

. EK= N=0 
于 是 得 到 

命题 2 如 果 出 面 的 平行 移动 与 路 径 无 关 ， 则 这 曲面 一 定 是 
可 展 申 面 , 


我 们 已 经 知道 , 曲面 上 测 地 曲率 为 霍 的 曲线 称 为 济 地 线 . 设 和 
为 此 曲线 的 若 向 量 与 ei 的 夹 角 , 因为 kds = d+ 0, 则 测 地 线 
的 方程 是 
df oi =0 
中 发 丰 时 于 


于 是 得 到 
命题 3 ” 测 地 线 是 它 的 切线 沿 它 自身 平行 的 曲线 ， 即 测 地 线 
是 自 平行 曲线 . 
再 设 向 量 场 2 洛 测 地 线 平行 , 则 
dBi+om? =0 人 十 地 一 
其 中 6 是 与 e! 的 夹 角 ，6 是 测 地 线 与 e 的 类 解 ， 所 以 
dg 一 的 =0 或 90- 了 -常数 
因为 9 一 5 是 几 和 测 地 线 的 切 方 向 的 夹 角 , 因 此 得 到 
命题 上” 当 向 量 吕 治 测 地 线 平移 时 ， 它 与 测 地 线 的 夹 角 保 持 
不 变 . 
这 命题 给 出 一 向 量 沿 测 地 线 平行 
移动 的 作法 . 
3.6 高 斯 - 波 泽 公 式 
我 们 已 经 知道 测 地 曲率 公式 是 
Role 一 好 日 十 co 图 3-4 
命 昌 是 曲面 上 一 个 单 连通 区 域 ， 假 定 它 的 边缘 3G 是 一 条 光 
滑 的 六 曲线 , 再 规定 3G 的 正方 向 如 下 : 使 得 我 们 按 正方 向 没 曲线 ， 
运动 时 ,区域 9 总 是 在 左边 ， 把 上 式 沿 3G 积分 得 到 


| hds = | dg+ | 0 (3.3) 


可 以 看 出 
1 ae=a2x 
并 且 根 据 斯 托 克 斯 公式 
和 Ar 


代入 {3.3) 式 得 到 
+ 265 4 


[ze 六 @ 十 | kde 一 人 7 
这 就 是 茧 面 论 中 著名 的 高 斯 - 波 泽 公式 。 
如 果 区 域 怠 的 边缘 3G 是 测 地 线 , 则 一 0, 于 是 有 
| saa=zx 
对 于 ~ 一 个 财 临 南村 来 说 , 用 一 条 光 请 的 财 曲 线 人 ) 把 它 分 成 两 
个 部 分 G 和 Gs ,根据 高 斯 - 波 涅 公式 有 
人 KEa4 二 | ds 一 27 


| Kaa+| kds — 2 
由 于 381 和 3G 的 定 疝 相反 ,把 上 两 式 相 加 后 得 到 
| Edd 4 


如 果 98 是 分 段 光滑 的 , 设 它 在 非 光滑 点 怒 的 内 角 分 别 因 yw 


gs 则 
| db 2 So) 
因此 , 高 斯 - 波 涅 公式 应 改 成 | 
| Kaa 二 | as+ Ts-e) 二 2 


9 闫 在 后 二 


投 @ 是 些 面 到 上 由 测 地 线 构 成 的 a 过 形 ( 称 为 铀 地 多 过 形 ) 
因为 总 = 小 则 有 


| .zaa=2r- 六 (一 an) 


符 别 地 , 如 果 寻 是 曲 确 于 上 的 测 地 三 角形 , 则 有 
| zea= 《ai 十 os 十 gs) 一 


实例 : (1) 在 半 逢 为 > 的 球面 上 , 天 一 点 >0, 所 以 


| Ka4= 坟 | d4 二 三 x (球面 三 角形 的 面积 ) 
丫 rT a r 


于 是 从 高 斯 - 波 宪 公式 得 到 球面 三 角形 的 面积 是 
A=r| Kdd=r’(at ot os) 
这 说 明 球 面 三 角形 的 内 角 和 大 于 
《2 在 伪 球 面 或 罗氏 平面 上 , 及 = 常数 之 0, 所 以 
| ,Ka4—K | .04= 五 x( 测 地 三 角形 的 面积 ) 
因而 测 地 三 角形 的 面积 公式 是 
4= 元 | 天 0 一 -有 (ze 一 ci 一 co 一 oa) 
这 培 明 伪 球 面 或 罗氏 平面 上 涡 地 三 角形 的 内 角 和 小 于 式 ， 
3.7 了 闲 曲 面 的 欧 拉 示 性 数 
在 前 面 我 们 已 经 证 明了 (无 窗 座 的 } 闭 曲 面 坚 的 高 斯 - 波 温 
公式 
| .Fa4=4z 


现在 我 们 要 把 它 推广 独 任 党 闭 有 曲面 上 来 . 
设 到 是 吾 中 的 闲 曲 面 ， 几 测 地 线 把 它 割 分 成 济 地 多 边 形 凌 


| 


包围 的 区 域 到 型 ?…, M5, 这 时 , 可 以 把 用 看 成 一 个 弯曲 多 面体 ， 
设 此 多 面体 的 顶点 数 为 了, 楼 数 为 饭 , 面 数 为 也 ， 则 并 的 欧 扩 示 性 
数 定义 为 
XM) FF— 忆 十 下 
定理 4 设 开 是 BR? 中 的 半 曲 面 , 则 
| ,Ka4=24 x (MD) 
证 明 ” 设 MG= 1 2 … 到 是 用 雍 地 线 把 到 所 剖 分 成 药 域 ， 
则 


[Ka4= -| KdA ， 
稻 据 高 斯 - 波 洗 公式 
| Kaa+| .zas = | .ae 
其 中 3 好; 是 油 地 线 弧 构成 的 多 边 形 , 所 以 
| was=o 
设 3M 的 内 和 角 是 wp 则 


| 


所 以 
人 .maa- 产 [2- 研 (co)|- 2rB 一 Es 
注 党 
一 04 的 顶点 数 ).# 一 (4, 的 校 数 ) 
所 以 . 


人 


3 一 2 加 
此 外 
Su 一 2xT 


i=1 了 
则 有 
| KadA=—2xF- 2x8+2r7=2rx (NM) 
a 


习 是 
1 洽 曲 面 的 第 一 基本 形式 是 
ds2= Edw Gdv 
具体 计算 家 对 分 基 @i, 并 录 商 斯 曲率 五 . 特别 地 , 如果 


2 du dy . 2 du dv 
I 


求证 
下 二 一 1 
2 设 昌 面 的 第 一 基本 形式 是 
dest= [Ut (tw) Ftv)] {uw dv) 
计算 相对 分 量 ou @*, oj 和 高 斯 曲率 到， 
3 设 曲面 的 第 一 共 本 形式 是 
dor de 


计算 相对 分 量 ol oz wm3 和 高 斯 曲率 五 ， 
4 在 因 面 城中 , 设 其 高 斯 曲率 为 负 副 零 ， 试 用 高 斯 - 波 
有 两 条 测 地 线 次 于 两 点 卫 , @( 如 图 ). 


| 


公式 证 明 不 郁 


bp 


‘ 弟 4 题 ) 


5 有 同 闸 域 4 瘤 四边 形 ， 在 顶点 了 Pi, 了 4, 卫 ,的 内 圾 设 为 by bs 了 
试 证 
| Kor Amt | hds=ht tstls tl 2 
6 设 定 身 了 前 闭 出 桓 仿 变 冲 分 成 几 个 四 边 形 ， 而 且 各 硕 点 正好 集 诊 四 
人 四 过 形 【 如 图 ), 试 证 这 时 有 


| Kl A m=O 
-有 


(第 二 题 ) 
?了 对 于 定向 了 的 闲 曲 面 8 上 定义 的 一 次 微分 形式 9 试 斌 


1 ez=。 
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